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RI-SIJMO

Hstc trabalho relaciona uma simetria a he-li ana estu-

dada por Linstcin no contesto da teoria do campo assimétrico , a

"transformação A", ao fcnônciio das cópias gravitacionais c , mais

genericamente, das cópias dos campos da gauge, que, como se veri-

fica, surgem de uaa generalização da transformação x. A ligação

entre o que foi estudado por Minstcin c o fenômeno das cópias se

faz com a ajuda do clássico teorema de Frobenius sobre a existên-

cia de folheações numa variedade difercnciávcl.

A linguagem com aqual se trata este problema ê aque-

la da Geometria Diferencial Intrínseca; a da Relatividade Geral e

e das teorias unificadas, aquela do Cálculo Tensorial Clássico .

Assim sendo, e para facilitar a transição entre um estiloeoutro,

faz-se uma longa introdução detalhando-se, primeiro, as estrutu -

ras ã moda clássica, e em seguida, sua versão mais recente.
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ABSTRACT

The present work relates an Ahclian symmetry alre-

ady considered by liinstein with respect to his asymmetrical field

theories to the gravitational and gauge field copy phenomenon. It

is shown that gauge field copies arise out of a straightforward

generalization of the X - Map. The connection between Einstein's

work on the X-transformation and the copy phenomenon is obtained

with the help of the Frobenius Theorem on the existence of

foliations on a differentiable manifold.

A problem like the one above is usually treated

within the language of (intrinsic) Differential Geometry;General

Relativity and classical unified field theories are traditionally

developed in a classical style, that gap, we have prepared a

long introdution where the same structures are studied from the

traditional and from the nore recent point of view .
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INTRODUÇÃO

Há certas áreas das ciências matematizadas onde o a

cesso é imediato a pessoas que se disponham a conhecê-las: UM gran

de resultado podo ser atingido quase a partir do nada, numa deze-

na de páginas. Una destas áreas c aquela dos fundamentos teóricos

da computação; chegamos à tecria das funções recursivas, aos gran

des teoremas de Goedcl e de Centzcn, às idéias de Church o de

Turing sen pré-requisitos, apenas ajudados pelo nosso interesse

no assunto. Em outras áreas misturam-se idéias imediatas mas pro-

fundas, c intuições vindas de teoremas cuja prova, se rigorosa, e

xigiria esforço extenso. £ o caso da hipótese do continuum, no con

tra-exenplo famoso de Paul Cohen. Novamente uma idéia brilhante

se abre rapidamente a quem se dispuser a enfrentar umas poucas pá

ginas de um raciocínio denso mas sem condicionamentos anteriores.

A Física Clássica não pertence a este domínio das

matemáticas de acesso imediato. Seu instrumento, o Cálculo Infini

tesimal, velho de três séculos, traz em si uma inércia resultante

do acúmulo de idéias e conhecimentos por todos estes tempos. Sem

o Cálculo, nâo se revela a Física Clássica. Mas se o tomarmos co-

mo ponto de partida, como pré-requisito, é possível construir-se

a Mecânica Clássica e a moderna Teoria Clássica de Campos. 0 que

for importado de áreas diversas pode ser manipulado a partir da

intuição do leitor interessado.
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liste trabalho é, cm cssúncia, um resultado na ária

da Teoria Clássica üc Campos - a prova de que a transformação X

de liinstein, se generalizada ,'•• forma adequada, incJui as cópias

de campos gravitacionais, e também as de gauge. I'ara :á chegar -

•os, dois foram os pré-requisitos: a .linguagem tradicional da (ira

vitação de Einstein, o cálculo dos tensores, c um pouco da geme

tria dos espaços fibrados, base atual da teorias de gauge clássi^

cas. 0 objetivo a que nos propusemos então foi permitir a uma

pessoa de fora da área a compreensão do nosso trabalho. Para tan

to, supusemos um conhecimento prévio de Cálculo c Geometria Ana-

lítica, apenas. O resto se expôs com cuidado.

0 resultado a que se chegou foi a demonstração de

um teorema que junta duas idéias distantes (em aparência): uma

simetria nas teorias unitárias, uma degenerescencia nas teorias

de campo. Para que este resultado esteja ao alcance de quem o

procurar, demos todo o background que, supomos, seja a ele ne-

cessário.
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CAPÍTULO I

CAIXUI.0 THKSOKIAI. ClAS-SIC

1. - Introdução

A origem do conceito de tensor está nu evolução

da geometria diferencial de Gauss, Ricnann c ChristolTcl. 0 prin

cipal objetivo do cálculo tensorial c a investigação das rela

•çòes que permanecem invariantes quando se muda de um referenci

ai de coordenadas a outro referencial, ambos ikTiniuos, sempre, por

meio de vetores tangentes a linhas coordenadas numa região abej_

ta de algum R . O cálculo tensorial se apresenta como uma lin

guagem matemática com a qual se podem formular as leis da fí

si ca. liste c um nostulatlo básico mira a física ilo século XX.

2. - Espaço de N Dimensões

Considere x1» xa,...,x1,... ,x ,um conjunto ordena

do de N variáveis reais diferenciáveis. Denominamos estas varia

veis coordenadas do ponto. Dizemos então de todos os pontos

correspondentes a todos valores possíveis das coordenadas, in

cluindo-se transformações entre elas, que formam um espaço N -

dimensional representado por V». Todas ou algumas coordenadas

podem ser limitadas a um intervalo para assegurar uma corre5pon

dência bi-unívuca entre uma região de V» c o conjunto de coorde

* Referenciais holônomos.



. 2 .

n;idn s .

Definimos uma turva cm Vw conn» simlo o c on i uni o ilc

pontos que s a t i s f a z lis N tM|iiaçõrs

xJ • xJ(u) ( i = 1, 2 N) ,

sendo u um parâmetro difcrcnciãvcl, cm geral, c xJ(u) N funções

de u.

Definiremos um subespaco VM de V^, para M<N ,

x* « x^íu1 , u » , . . . , u M ) ( i - 1, 2 N) »

M i M

onde ex i s te» N parâmetros u1 , u 2 , . . . , u . As x ( u * , u * , . . . , u )

são N funções de u 1 , u 2 , . . . , u que satisfazem a certas condi

ções de difcrcncinbilidade. Quamlo M-N-], o espaço V., se chamara hi-

pcrsupcrficie de V^.

3. - Mudanças de Coordenadas

Considere um espaço V» com coordenadas Joc.iis

x 1 , x2 x . As N equações

x 1 . • 1 ( x 1 , x * , . . . , x N ) ( i . 1 ,2 , . . . ,N ) , (3.1)

onde tx são funções "bem comportadas", definem um

novo sistema de coordenadas x1, xa, ...,xN. A equação (3.1) de
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fine una transformação de coordrnadas. As N funcõ;*s «f. devem

ser independentes, ou seja, o Jacobiano formado por ! í»x /

não se anula . COM esta condição podemos fazer

x1 « • 1 ü I , x * , . . . , 1 N ) í, « 1, 2 N).

4. - Convenções sobre os índices

As convenções serão:

1 - Os índices latinos empregados (subíndices e

supraíndices), podem assumir todos valores de 1 a N, a não ser

que especifiquemos ao contrário.

2 - Se repetimos um a vez um índice latino em

um termo, subentende-se uma soma sobre este de 1 a N. Isto

-i N ***dx1 » t dx
r»13xr

usando a convenção (2), podemos escrever

- i *** r
(4.1)

3 -Um temo não pode conter o mesmo índice mais de duas

vezes . 0 índice repetido (no caso da equação (4.1) o r) é* cha

mado índice mudo, pois pode ser substituído por qualquer outro
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índice lat ino.

Introduziremos aqui a delta dc Kronrcfcer c qw

definimos cow>

k l . i s c k . f ,
1 \ *u sc k * t ,

A propriedade elementar da delta dc Kronccker c

dada por

A1 - A* ;

una outra ê dada por

5. - Vetores Contravariantcs

UM conjunto de N funções A1 das N coordenadas

x1 forma as componentes de um vetor contravariante se se transfor

man segundo a equação

fi1 - Üíj A* (5.1)

numa Mudança dc coordenadas dc x1 a x1. Ao multiplicar as c

quações (5.1) por dx^/dx* obtemos
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k k - i '
;>x . ax ;»x a. • • ; L .
^ _ A1

 = _._ _ : A J , ~- -1 t Aj

daqui tiramos que

._k
Ir W * i

AK « A1 . ( 5 . 2 )

Investigando as cqu>çõ>s Í4.1) obscrvanos que

os dx1 forcam as componentes de um vetor contravariantc, cujas

component es en qualquer outro sistema de coordenadas são as di_

ferenciais dx1 daquele sistema. Dcduz-sc incdiataacnte que

dxa/du é taabén un vetor contravariante, o vetor tangente

ã* curva x =x (u).

Considere agora outra nudança de coordenadas

x1 = g 1(x 1). As novas componentes J} devem ser dadas por

a1 3X1

3 rj

3X1 tP

tP 3x

v 3x
A *

Jx"
Ak

Esta equação tem a mesma forma que a (5.1), demonstrando por

tanto que as transformações dos vetores contravariantes formam

um grupo..

Com exceção das coordenadas x1, um so índice su

perior (supraíndice) indicará sempre um vetor contravariante,a

menos que digamos o contrário, As coordenadas x1 só se compor

tarão como as componentes de um vetor contravariante com res
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peito as transformações do tipo 1 >a .x , onde as a. são um

conjunto üc NJ constantes, que não formam necessariamente os

componentes de um tensor (COMO veremos mais tardo). Pois nes

te caso temos

e a transformação é descrita como

- i >JÍ _i

Co» relação as transformações gerais de coordenadas, as x1 n»o

fornan as coaponentes de um tensor contravariante, o que signi

fica fundaaentalaente que se escolheraos A1«x1, então as novas

componentes "K1 coa respeito ao sistema de coordenadas xx não

satisfazem as equações Ã1»!1 .

6. - Vetores Covariantes

De um conjunto de N funções A. das N coordenadas

x1 dizemos que são componentes de um vetor covariante, sr se trans-

formara segundo as equações

Sx1
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a» MibriMts :is iiM>nlt.ih-fcbis x 1 p a r a X * . INMI»*-*;»? p o r t a n t o e s c o l h e r

N funções arbitrárias como coaponcntcs de um vetor covariante

ao sistema de coordenadas «' c as c«|itacutrs (6 .1) define» as N

componentes no novo sistema de coordenadas x*. Multiplicando

(6.1) por $x*/2x obtcmos

__j. A . « — r Az « AÍA.-A,. , (6 .2)

dondc

ix1
A.
*

Se colocamos que U/^-i « WfrJ )***/&** deduzimos imediata

mente de (6.1) que as grandezas if/ix- são as componentes de um

vetor covariante.Tais componentes em qualquer outro sistema são

as correspondentes derivadas parciais df/dx1. £ o gradiente de

f.

Um subíndice único caracteriza sempre um vetor co

variante, a não ser que especificamos o contrário.(Consideramos

o índice i no vetor covariante íf/Jx1 como um subíndiec.)

Veremos agora que não há distinção entre os veto

res contTavariantes e covariantes quando nos limitamos ãs trans

formações do tipo

xj . a* x"*b' , (6.3)

onde b são N constantes que não formam necessariamente as com

ponentes de um vetor contravariantes e a^ são constantes (que



.B.

não foraaa necessariamente i» tensor), de tal foraa

Agora aultiplicaaos a equação (6.5) por aj. c obteaos

gssia teaos que

que prova que as equações (5.1) e (6.1) define» o aesao tipo de

entidade.

7. - Invariantes

Qualquer função 1 de N coordenadas x1 se chaaa ua

invariante ou ua escalar coa relação â transforaação de coorde

nadas se T » 1, onde T c o valor de I no novo sistena de coor

deitadas x . São ínv^riantes as grandezas que não audaa quando

audaaos de ua sisteaa de coordenadas a outro.

Das coaponentes A e Bj de ua vetor contravarian

te e das respectivas do covariante , podeaos foraar a soaa AiBi>



. * > .

Quando troraaos as novas coor«lrii;itl:is x .cst.i so».» so tr.insfui

•a em A1H-. Tcaos então qm-

J 1 ai1

entio result a

A"*!. « A V

A l j é imvariante , portanto

S. - T«nsor d« Segunda Orden

ForaeMos A1^«B1c^ , onde B1 e C1 são as co»

ponentes de dois vetores contravariantes. Dcduziüos de (S.I)

que as A1-' se transforma» segundo as equações

A* . (8.1)

Mais geralmente, se temos N1 funções A1J cuja le i

de transforMfção é* a de (8 .1) , então deno»ina»os a A1^ conpo

nentes de ua tensor contravariante de segunda orde*. Que não
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c necessariamente o produto de dois vetores contravariantes. (f..J)

deliHe as componentes do tensor de segunda ordem em qualquer

outro sistema o'* coordenadas x .

Analogamente, se possuímos N1 funções A.. cuja

lei de transformação scj.-i

(8*2)

denominamos as A., componentes de um tensor covariante de segun

da ordem.

Também temos que N2 funções A^ que se transformem

segundo a lei

AÍ (8.3)

3x ZxJ

são chamadas as componentes de um tensor misto de se

gunda ordem.

Observamos que os índices superiores caracterizam

os aspectos contravariantes de um tensor e os índices inferiores

os aspectos covariantes,

0 delta de Kronecker se transforma como um tensoT

•isto

7i v* 3* i d* dX -
6: m j* „ ___ s ti
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Sc colocássemos as componentes invariantcs 6^ como componentes de

un tensor covari;!iite num sistema tie coordenadas x c mudasse

pios de sistema de coordenadas, teríamos

3xk Sx* 3xk 3xk

—i —j - • a— j

essas conponentes transformadas não formara a dcl̂

ta de Kronecker. Assim, há necessidade de colocarmos um suprsi

índice e un subíndice na delta de Kronecker 6. para formarmos

um tensor nisto.

9. - Tensores de Ordem Superior

s+n t!ta...t
Um conjunto de N' ' funções A das N coor

qiq2...qp -

denadas locais x são componentes de um tensor misto de ordem

(s+p), contravariantc de ordem s e covariante de ordem p se se

transfornarem segundo as equações

i 2 e 3xqi Sxfy tjt2... tc
TlT2 rP 1» " ' ^ V * " V \%

Í9.1)

com a mudança das coordenadas x1 para x1. Esta formula c uma

óbvia combinação de (5.1) e (6.1).

. A ordem dos índices num tensor é" muito importante.

0 tensor A1^ não é necessariamente o mesmo tensor que o A-'1 (pa

ra matrizes,AJI é a transposta de AJJJ. Quando trocamos inter
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tiamente dois índices cont ravar i antes uu covar iantes v o tensor

permanece o mesmo, dizemos cs:.«:. tensores simétricos com

respeito ;i estes índices. Se dois tensores são simétricos com

relação a um índice min si st ema de coorden.-idas, serão simétricos

cm qualquer outro sistema de coordenadas. Jmponhamos A •* = A .

Mudando paru um outro sistema de coordenadas teremos

» • • •

= AM « An = A
U ; (9.2)

k / r V
3x dx1 hxl DxK

se A »A então Ã1J « A"^1.A simetria cm relação a um índice co

• variante e um outro contravariante pode ruh, ;e manter depois de

uma mudança de coordenadas. Mas f*1. =6-!.

Quando todos os índices, sejam de um tensor con

travariante ou sejam de um tensor covariante, podem ser troca

dos sem alterar o tensor dizemos que este e um tensor simétrico.

Um tensor simétrico de segunda ordem tem no total o máximo de

(1/2) N (N+l) componentes diferentes, onde N = dim V^.

Quando mudamos internamente dois índices de um

tensor, e so se muda o sinal, dizemos que este tensor é anti£

simétrico cm relação aos índices mudados.

A antissimetria é também independente da escolha do sistema de

coordenadas utilizado.

Quando todos os índices de um tensor contTavari

ante ou covariante podem ser mudados internamente, de tal forma

que o tensor muda de sinal cm cada mudança interna de um par de
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índices , dizemos quo cstc tensor c antiss imétrico. Vr\ tensor

ant issiinct r ico A11 ile scp.iimla onlem l em no t oi ;i I o máximo ilc

N(N-l) componentes independentes.

Sc todns ns componentes de um tensor num sjste

ma de coordenadas são nulas, num ponto, serão nulas neste pon

to em qualquer outro sistem.i de coordenadas. lista nropriedade

dos tensores é muito inpoTtante nas aplicações físicas .

Um tensor definido em todos os nontos de uma cur-

va ou em todo o espaço Vj, é o que denominamos um campo tensoTi-

al.

10. - Soma, Diferença e Multiplicação de Tensores

As operações realizadas com tensores precisam ob£

deceT ã lei de transformação (9.1). Qualquer combinação linear,

tendo os coeficientes invariantes, de tensores do mesmo tipo.se

rã um tensor do mesmo tipo. Os tensores Ah e B?. formam M*.+

uB?. que satisfaz a (9.1) sempre que A e u forem invariantes. A

soma de tensor será A*. *h\ c a diferença será A?v-B?.. Pode-

mos escrever também
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chamaremos -i(A- .-«/V. § 1 a parti- simétrica o ̂ M.j-A..) *"' P«'«»*te

nnl i .*".:; iimi liai. Assim, qualquer tensor cunt r;j «>u covarianto , Ue

segunda ordem, será* a soma do IIHI tensor simétrico o de outro an

tissimét rico.

liscolhemos dois tensoros, um de ordem s contra

variante e de or dom p covar imito, o outro de ordem 1 contrava

riante c de ordem convariante q. Deduzimos de (9.1) que o pro

duto das componentes forma um tensor misto de ordem contrav£

riante s+t e ordem covariante p+q. A este tensor denominamos pro

duto externo dos dois tensores. Por exemplo, Avmnt
sBkJcnnt' * °

produto externo dos dois tensores B?-1 e C n4. e é um tensor do
K jnni

tipo indicado pelos índices.

A divisão, no seu sentido usual, de um tensor por

outro não está* definida.

11. - Contração

De um tensor misto como A V , formamos a soma

-̂*.. Da equação (9.1) temos

dx5 3X1 3xk dx* 3xm j .

—^ ~7 ~ T : i ; A*<>» •

Ôx1 3xJ 3xP 3x í l 3xr

Donde, após algumas manipulações, obtemos
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Observamos <aie A*^ . v urn t e n s o r m i s t o , c o n t r a v a
Í Ml J

riant e de primeira ordem e covariante de segunda ordem. liste

processo é n contrai;?!» cfiic nos permite oliter nm tensor de ordem

r-2 de um tensor misto tio ordem r.

Também podemos juntar multiplicação c contração

para originar novos tensores. JJ»>M ten so res A^J c BMJlt podemos
obter tensores como ^l^mnt*

 A k J | í
m i V lul |'io:: «Mlt'tis' liste pro

cedimento se chama multiplicação interna de dois tensores.

Como outro exemplo,A^ se forma pela contração de

AÍ, c Â  ê invariante, tensor de ordem zero denoniiiKiii» traço de

4
12. - Elemento de Curva

Sejam um tensor covariante simétrico de segunda or

dem A.., cujo determinante |A..J*0,B1 um tensor contravariante

de segunda ordem cujo determinante JB1 |*0. Kles serão conjuga

dos se

A-

Introduziremos agora o conceito de distância em

nosso espaço V\.. A distância ds entre dois pontos próximos de

coordenadas x e x +dx1, serã dada pela forma diferencial quja

drática, dita forma de Ricmann

ds2 » g.jdxW t (12.1)
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onde R. - c um tensor de secunda ordem, submet ido por ;i|«nr;i ti

nicumente H restrição R- |fi-,: l*°- V^ com ds* dado j»or (12.1) é

dito um espaço de Kicmann.

Notemos que apenas gi^= 7 ̂ 'j1*^1i' c°ntribui para

(12.1), já que cm gerai

K u ' \ (»ÍI +SJÍ ) + i(»ij-Bji) s «jj + «y *

A parte aiitissjjnétrica l(g l i-g- i)dx1dx-> em ds é nula; como i s -

to acontece podemos supor aqui g .̂ * 0 . g j . é chamado tensor

fundamental do espaço de Riemann. A forma quadratíca gi^dx dxJ

tem o nume de métrica. £ o quadrado do elemento de linha ds.

Exemplo:

0 elemento de linha de um espaço euclidiano de

t r ê s dimensões, referindo a um sistema de eixos cartesianos r<e

tangulares, é

ds* = (dx1)* • (dx')2 • (dx>)a.

Todas as componentes do tensor fundamenta] são zero exceto as

componentes gii=ga2=g,,=1. £ claro que a métrica de um espaço

euclidiano é positiva por definição, i.e., dsa será zero quando

dxasdx2 »dx* =0, nuis só pode tomar valores positivos para todos

os outros valores reais de dx^dx^dx 1.

A teoria especial da relatividade explica o espa

ço quadrimensional com o elemento de linha ds dado por
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lista nu't rica, chamada met rica do espaço-tempo, não

£ por definição posit iva, "»;•:> C positiva para totlas as curvas

ao longo das quais x1, :;* v xJ são constante;•-, o negativa para

todas as curvas ao longo das quais xh c constante. Assim, ao

longo desta última curva a distância entre os pontos próximos

não pode ser real. Para que a distância ds entre os pontos vj_

zinhos seja real trocamos a equação (12.1) por

às' = C ü j . d x W , (12.2)

onde o fator e, chamado indicador, toma o valor *1 ou -1. Assim,

ds2 é sempre positivo.

13. - Comprimento de uma Curva

Consideramos a curva x*=x(t) com o parâmetro t.Da

equação (12.2) o comprimento da curva entre dois pontos corrc£

pondentes at=t, e t=t2 será dado por

t2
s • /

tj

Sc TT x r 1 ^ a 0 IOURO de uma curva, os pontos correspondentes a

t i e t , estão a uma distância zero entre s i , apes.ir tios pontos de

l e s não coincidi rpm. Tal curva se chama nula.
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14. - Modulo dr urn Wtor

O modulo A do vetor cont r;ivar iante A1 c dado por

(A)1 = c ( A ) R J J A V » (14.1)

onde C'(.. c o indicador *l ou -1 que dá o caráter rcil a A. O

módulo A c invariante.

Aqui c necessário introduzirm»s n icnsnr contravar^

ante conjuj'.ud» com g. . que podemos escrever convenientemente

g i j . De (12.1) ,

g g i k « «J . (14.2)

Agora podemos definir o módulo B do vetor covariante B- pela e

quaçio

(B) g^B.B^ , (14.3)

onde e ê o indicador do vetor B- e também B ê um invariante.

0 módulo de um vetor é um invariante. Se o modulo de um vetor

é zero, o vetor c dito nulo. 0 vetor tangente a uma curva nula

é um vetor nulo.

IS. - Tcnsorcs Associados

Com a métrica podemos associar objetos covarian

tesa contravariantes, e vice-versa:

, (15.1)
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]».' r. R ' J | » . . Í 1 Í . . 2 )

A relação «" recíprot;», pois, por exemplo,

i j . i j Ak . »« * »i
R J/Vj = R Rjk

A = &
k

A = A •

Isto sc cham;i "abaixar o supra ímliic" on "sul>ir o sub índice", res

pectivãmente. Temos

Os módulos dos vetores associados suo iguais. ()

procedimento de subir e abaixar índices pode seranlic-nto também

;i tensores:

: j k , - R .A r J \j . . c in ^ n . . .<ra

ou

A notação do ponto c para indicar o índice que foi abaixado ou

levantado, que pode ser omitido quando não houver possibilidade

do confusão. Levamos cm conta que embora g.. c g1J sejam ten

sores conjugados, os tensores A., e A1** não são em geral con
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.- Âii|*ti I «> rnt r<> I'ois Vet ores r Ortoi>,oiia] idiidi*

Definimos o fin;».ulo entre dois vetores tic módulo 1

poT

toso = R..AlBJ-A.BJ«gJkA;B.«AkB. ; (16.1)

definimos ângulo entre ilois vetores genéricos d*i seguinte forma:

8iicoso = ' i . (16.2)

Os vetores A1 e BJ são ortogonais quando

g.JvV = 0 . (16.3)

17. - Símbolo de Christoffel

Embora hajamos visto na seção 5 que dx1/du é sem

pre um vetor contravariante, suas derivadas d2x}/du2 não formam

um vetor cujas componentes em qualquer outro sistema sejam as cor

respondentes derivadas segundas. Depois, demonstramos que as de

rivadas parciais de um invarinntc formam as componentes de um

vetor covariante; mas as derivadas de um vetor não formam um ton

sor cujas componentes sejam em qualquer outro sistema as corres

pondentes derivadas do vetor transformado. Nosso propósito ago

ra 5 construir expressões que obriguem as derivadas de um ten
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sor a scrcm sempre as componentes dc um tensor, para tal , precisamos dc

duas funções do tensor fundamental p . . , os símbolos do Christoffel

de primeira e segunda classt respectivãmente definidos por

lij.M . h-hh. Ju* --±»J, (17.1)
1 axJ axJ Dxr

Veremos que os símbolos |ij,M c 11±) "^o são ten

sores.

As definições mostram que os símbolos são simctH

cos com respeito aos índices i,j . A multiplicação inte£

na (17.2) por g. dá

íij,i»l - g,m</j
] • í17'3)

Dc (J7.1) se deduz imediatamente que

(17.4)

i kAgora desejamos expressar ris Jerivatl.is de g em função dos

símbolos de Christoffel e assim diferenciamos a equação (14.2)

com respeito a x e obtemos

multiplicando internamente esta equação por g-1"1 teremos
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ml

S u b s t i t u i n d o c a < 1 7 . 4 ) c 1 1 7 . 2 ) o b t c r c a o s f i n a l a c n t e

Í É Í - V 8 «sV - 8kil,"fl • C17.5Í
ax*

Agora deduzireaos uau expressão útil para {.J.). Diferenciaaos

o determinante g»|g -| 1 cabrando que j» " c o adjunto de g.

neste deterainante c obtcaos

— 7 - g g

de (17.1) e (17.2) e usando a propriedade de siaetria de g. - t£

reaos

' S ' 4 ^ ^ " 8
vm

Assin

íA> - 4 7-^r - -^yUog

Como o g não é invariante não podemos deduzir que { }.} seja um

vetor covariante. Se g é negativo a (17.6) mudará para



.23.

IR. - Lei ilc Transformação tios Símbolos de riiristof fr I

O tensor fundamental j ; . , sendo rovariante, trans

forma-se segundo a equação

Ao diferenciar esta ct|u;irão cm rclarão a x11 teremos

:. »x a x ax

aõ" 9x* JI?" ax ax" ix'ax" DX"

Utilizando as propriedades do tensor fundamental e algumas con

tas chegamos à seguinte' equação, que dá a transformação do sim

bolo de Christoffcl:

(18.2)

dx

a harm sobre o símbolo de. Christoffcl indica que ele está no

sistema de coordenadas x com relação ao seu tensor fundamental

g^,. A lei de transformação do tensor fundamental cantravari

ante ê dada por . <
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(18.3)

COB a multiplicação interna de ambos os termos (18.2) pelo termo

correspondente da (18.3), encontraremos a seguinte relação

*•" 3J ax" áx DX axJ ãraix

As equações (18.2) e fJ8.4J são as leis de transformação dos

síabolos de Christoffel e mostram que aqueles não são tensores.

No entanto, no caso muito especial das transformações lineares,

i.e., 32xJ/3x ax* e 0, os símbolos de Christoffcl se transfor

como tensores. A Multiplicação interna de (18 .4) por 3xr/

dã

axr , r , ax1 axJ
 f 1 8 C 1

—rr - 14 . ;)—» —3= • ( 1 8 . 5 )

Esta equação é muito importante pois expressa a segunda de

rivada parcial de x com relação xs em função das primeiras

derivadas e dos símbolos de Christoffel de segunda classe.

19. - Diferenciação Covariante de Vetores

Investigaremos o caráter tensorial, se existe,das

derivadas parciais de um vetor contravariante. Começaremos da

lei de transformação
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Derivando em relação a x} obtcmos

Devido ao último termo do segundo membro,esta expressão não v

um tensor . Para obtermos um tensor que caracteriza as derivji

das parcia is , eliminamos as derivadas parciais de segunda ordem

mediante a equação (18.5) c teremos

)x 8xJ "l ar ax a5r

Em virtude da equação (19.1) e trocando apropriadamente os índi_

ces mudos , a equação acima se reduz a

9Ak k r 3Ã-1 T -r 3xn
 3x

k

7 7 + {
T j

} A = l~=n * {rn} A ] ~7 "=T *
0A <JX 0A OX

Introduzimos a notação de ponto e vírgula:

A . • — Y * ^rí^ ̂  * (19.2)

A equação anterior se escreve

A;j ;n

Da equação (8.3) é, pois, óbvio que A . é um tensor misto de se

gunda ordem, a derivada covariante de A com relação a xJ.

Para estabelecer a entidade correspondente para
vetores covariantes, podemos começar diferenciando a lei de
transformação



À\ = A.
J J Dl"

com relação a x . Jsto dá
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r3

aA\ &A. Dx DxJ D x J

Dx* ax" ̂ x" »x' ^ OX'DX

Analogamente, por (IK.5) eliminamos as derivadas p a r c i a i s de se

gunda ordem. Alem do mais trocamos os índ ices nulos convenien

temente,e ao s u b s t i t u i r em (19.3) temos

3A.

ax11

com a notação de ponto e vírgula

3AJ rA
j;n = — - V Ar '

3x"

1'Oílemos escrever a equação anterior cm forma análoga

f# .5 ) à da t r a n s f o r m a ç ã o de t e n s o r e s de segunda ordem c o v a r i a i i

tes

demonstrando que A. é um tensor covariante de segunda ordem,
j;n

Chamado derivada covariante de A- com relação a xn.

.Num espaço euclidiano de N dimensões, referido a

coordenadas cartesianas retangulares, as componentes do ve

tor fundamental g^ são zero, exceto gn*g22* ... «gNN • 1. A£
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sim todos os símbolos de Christ offeJ são zero e assim ;i difereit

ciação covariante se rcd*«z à di ferenc i;it,üo partiu] ordinária. J;

necessário observar tamben. que os símbolos de rhrisíoHel não

desaparecem todos num espaço euclidiano referido, por exemplo ,

às coordenadas polares esféricas.

Podemos construir o invariante A v. por contração.
i)

Aplicando (17.6) obtemos

r j i)XJ OX

i.e.,

_L _?_ {/^~Ar} . (19.5)
9

Este invariante chama-se divergência do vetor contravariante A1

e se designa muitas vezes por div A 1. A divergência de um ve

tor covariante A^ se define por

div A. = gj*A. k . (19.6)

As derivadas parciais de um invariante formam as componentes de

um vetor covariante. Ampliamos esta definição de diferenciação

covariante a invariantes, chamando a derivada parcial ordinária

de derivada covariante, i.e., do invariante I definido por

T 3 I T
1 i • — r = l-i -

Como I . é um vetor covariante, encontramos de (19 .4) que sua

derivada covariante com relação a x-1 sera* dada por
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Assim (1 ) -=(J ) . . i . e . ,a dimla diferenciação covariante de f»rnn

dezas invariantes ê coinui.il iva.

Podemos formar a divergência do vetor covariante

1 . ; denominamos esta "laplaciano"dc 1 e escrevemos v ' j . Tc

mos então

20.> Diferenciação Covariante de Tensores

Partamos do tensor A1.. Este tensor tern um índice

contravariante e outro índice covariante. A multiplicação in

terna da lei de transformação (8.3) por ax'Vdx1 da*

jiií!«A»Jíí . (20.,)
J 3X * 3xJ

-JcDiferenciemos com relação a x , e usemos a equação (18.5) pa

ra eliminar as derivadas parciais de segunda ordem e obtermos

m

Utilizando a equação (20.1) c mudando convenientemente o índi
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cts wutlos a oqn.ic.io ;ici»:i so escreve

I 4 A (nl) - A

Introduzindo a notação de ponto c vírgula temos que

.m

Com esta nova notação a equação anterior toma a seguinte forma

-m
t'

multiplicando internamente esta equação pelo termo 3xr/axin,tere

IP.OS

3x ax' ax
in ^ T ̂

A? é um tensor de terceira ordem do tipo indicado pelos

ces. Chamamos este tensor de derivada covariante de A? com rc

1;KJO a x .

A derivada covariante de A» contêm três termos; 1-

a derivada parcial; 2- um termo com sinal positivo análogo ao

existente na derivada covariante de um vetor contravariante e

3 - um termo de sinal negativo análogo ao existente na derivada

covuriante de um vetor covariante.
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Isto sugere que a expressão

üA ' " ' s s ii

;n i)x u= i ri...r

i) ( ii ,...u
- i I } A / | r _ , (20.3)i I } A / | r _
3=1 V ri*"rp-i »•»•* P

u a u ? . . . u _
c um tensor chamado derivada covariante de A * cm rei acuo a x .

r J • • • r__
1 2 P

A o r e f e r i r m o s ã s e q u a ç õ e s ( 1 7 . 3 ) , ( J 7 . 4 ) , ( 1 7 . 5 ) e ( 2 0 . 3 ) d e d u

z i m o s q u e

= 0 . (20.4)

* \eV 8 • l j V g = 0 , (20.5)

e que

As derivadas covariantes de tensorcs são novamen

te tensores. Indicamos estas derivadas covariantes de segunda

ordem agregando outro índice sem ponto e vírgula adicionais,por

exemplo,A^..^ é a derivada covariante de A^.. em relação a x .

21. - Lei de Diferenciação Covariante

As derivadas covariantes obedecem ãs seguintes

Jcis:
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1) a derivada cova ri ante da soma ÍOU diferença) de dois tensores c

a soma (ou diferença) de suas derivadas covariantes, lista lei se deduz imediata-

mente da equação (17.3) .

2) a derivada covariante de um produto externo (ou interno) de dois

tensores é igual ã soma dos dois termos obtidos por multiplicação externa f ou

interna) de cada tensor com a derivada covariante tki out ro tensor, (bus ide re co-

k k k
•D exemplo desta lei o seguinte: sendo C-. =A-.H . Derivando C-. temos

J J J

CLiJ );m=-^iir (ij • ««r^U ^ i m ' S j " fj«1Cir *

igualmente ,

i A

portanto

No caso da contração dos índices j e k teremos

o X

trocando convenientemente os índices mudos e usando a simetria nos

símbolos de Christoffel obtemos

que é a lei de derivação covariante de um vetor covariante.A deri-

vada covariante de (A..BJ) se comporta como C.
1j »•" í jm
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22. - Derivada Intrínseca

Consideremos o tensor A^ ***"s cuj.is componentes
ri *! "rn

são funções de t ao longo de uma curva x' = x'(t). A derivada

intrínseca se define por

l f í 11 II

i C = A " • • • U S . (22.1)
dt r i ' * * r p » dl

A derivada intrínseca é* ua tensor de mesmu ordem e tipo que o

tensor original.

A derivada intrínseca correspondente ao invarian

te I é dado por

Dl

dt
I

dxk s

dt 3

>I dxk

? ir*
dl

dt

Podenos dizer então daí que a dcrivad.i intrínseca de um invari^

ante coincide com a sua derivada total.

As derivadas intrínsecas de ordem superior se d£

finem facilmente, por

DA?
1)

dt
* (A?

)
• Ir

dxk

)
dt

a*1

dt

De (19.2), (19.4), (20.4), (20.5) e (20.6) caleu

Íamos que



H A k d A k . V , A r i l x 1

_ . — = " i r - •» 1 • > A —IT- I
ill dt l| tit

PA, ilA. dxJ

* = / . _ | r J A n r * Í22..V)
•It tit kj i dl

• " • ' 2 2 - " '

As leis das derivadas covariantcs, por definição,s.io validas tam-

bém para as derivadas intrínsecas.

23. - Gcodcsicas

No espaço euclidiano tridimensional, o caminho mais

curto entre dois pontos c a reta que une e s te s dois pontos. NOJ;

so propósito ê generalizar este conceito fundamental para os e^

paços de Ricmann. Seja a curva r, cujas coordenadas são x'=*'ít), <JUC

l iga os dois pontos Po e P- cujas coordenadas são x*ft )c x^fti),

respectivamente. A distância s entre os dois pontos Po e Pj sobre a curva

c 5

to

Consideraremos também todas as curvas que passam

pelos pontos fixos P() e Pa . Qualquer destas curvas, para as
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quais a distância I'.J'j > medida sobre a curva é estacionaria, se

denomina uma geodesica. Podemos obter as equações diferem^

ais das geodesicas aplicando as equações de liuler, rcsuliados

conhecidos no cálculo de variações.

Definimos a geodésica em função da curva que pas^

sa por dois pontos, mas esta geodésica pode não ser única, a

não ser que os dois pontos estejam suficientemente próximos um

do outro. A tinicidade depende da topografia de V,.. l'or exemplo, c

xiste uma geodésica mínima que passa por dois pontos numa e^

fera, exceto quando os dois pontos estão nos extremos de um diiâ

metros : neste caso, todos os círculos máximos que passem pelos

dois pontos são geodesicas.

Para um espaço euclidiano de coordenadas cartesia-

nas retangulares, os símbolos de Christoffel são zero. Daqui

tiramos que as geodéricas são dadas por d2x /ds 2=0, cuja solu

ção é" x =A s+H^onde A e B são vetores constantes, i.e., as

geodesicas são linhas retas.

24. - Geodesicas Nulas

As equações (15.1 ) expressam que , quando s é fixo,

sobre qualquer segmento de uma curva que não seja nulo. Ao di

ferenciarmos obtemos



Daqui obtcmos

U

ds

P

**ij

dx'

^ ds

d'x1

- +
ds'

dx-'

ds

| i k , i

i)

ds

dx*

ds

dx'

II |

• us

dxk

ds

dx-'

ds

1)

.55.

dx1 H dx->

ds i!s ds

dx'

ds ds2

. l ,
dx!

ds

clx

ds

d

= o -

dx1

deduzimos desta última que o invariante — ( R - . — ) c zero em
ds IJ ds ds

todos os pontos da geodesica. Assim o indicador c não pode tro

car ao longo de uma geodesica e assim ,se o vetor tangente não é

nulo em um ponto não poderá ser nulo em qualquer outro ponto da

geodesica.Por outro lado,se a direção inicial é nula,a geodesica

será nula e é naturalmente impossível introduzir como n.-irâmctTo

a distancia-arco. Em lugar dele, dizemos agora que uma geodesica

nula x1» x*(t) é uma solução das equações

d*x* . dx1 dxk

• í.,.) 0 . C24.2)
dt' JK dt dt

25. - Coordenadas Geodéíicas

t sempre possível escolher o sistema de coordena

das de forma que todos os símbolos de Christoffel sejam nulos



man ponto deteiBiinailo. Consitlrnwos UM s i s tr» . i geral de coonle

nadas x 1 cu jos v a l o r e s num ponto «'etcrwiiKulo Py são x ;int rmlu-

:: i i r u i n s u m n o v o s i s l t t n . i « Ir i n u n l r n . n l . i r . \ i l : n l . i : j i í l . t s c q u a

çoes

0 índice (0) aplicado a qualquer entidade caracteriza seu valor

no ponto P Q . O S parênteses são utilizados para destacar que

este subíndice carece de significado lensoriaj e que a ele não

se aplica a convenção de soau. A diferenciação COM relação a

xJ dâ

ix .1 c i i / n n
^ j ' 6j * f ^ 1 * X

Daqui, (l^L) . 6l. COMO o jacobiano ((ÜL) 1*0,isto C

iliferente <lc zero, a transformação (2S.ll é* possível na

«idade de PQ. Multiplicando internamente a (2S.2) por 3x^ /

obt emos

t n _

Diferenciando esta equação co* relação a x obtenos
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Assim, ca I*(I

a*1

íoj

Agora substituindo este valor cm ÍIK.4) c derivando, temos

P s n . .
tu (0) ij (0) S * m

que nos dá

Assia, podeMOs sempre escolher UM sistena de coordenadas, cha

nadas coordenadas geodésicast de »odo que os símbolos de Chris^

toffel sejam zero m n dado ponto, chamado polo. Notemos que a

transformação (25.1) não c o único método para obtemos coord£

nadas geodésicas.

Neste sistem;i, ;is derívmt.-is covariantes se reduzem

às correspondentes derivadas parciais no polo, porque neste pon

to todos os símbolos de Christoffel são zero. Mencionamos ari

tes, na seção 9, o fato que se um tensor é zero em um sistema



de coordenadas, sera zvro ew lodo sistema de coordenadas porque
a l e i do transformação de tensores v Jinenr. Estabelecer uma e-
quação tensoriaj impjica muitas vezes em pesadas operações a]gé
bricas . No qual se elimina trabalho provando primeiro a equação
com relação a um sistema de coordenadas geodesicas em seu polo.
Iteduz-sc que a equação 6 válida para todos os sistemas de coor-
denadas neste ponto, limão, se este ponlo c geraJ, a equação ê*
válida em todos os pontos de VN>

26. - Paralelismo

uma propriedade importante aqui é que: um campo de vetores
paralelos A. se obtém para todo o espaço euclidiano (coordenado cartesiana-
mente) quando as componentes A. são constantes. Expressamos isto analitica-
mente na forma dA /̂dt • 0 ou 3Ai/3xJ = 0; tendo que os símbolos de Chris-
toffel são nulos, podemos escrever esta equação de um modo equivalente na
forma tensorial Dt./dt * 0 ou A- .; = 0. Podemos também definir un campo

' i i
de vetores A.(x) paralelos ao longo de uma curva x -x ( t ) , ainda no espaço
euclidiano coordenando cartesianamente;neste caso o campo satisfaz a equa-
ção D/Vj/dt s 0. Isto sugere duas maneiras de generalizar para o espaço de
Riemann os conceitos de paralelismo que acabamos de ver. Posteriormente ve-
remos que os espaços de Riemann em geral não admitem, no espaço inteiro,
campos vetoriais paralelos; em outras palavras,níio admitem campos vetoriais
A- (x) para os quais Ai . ; seja nulo em todos os pontos. Entretanto, ainda po

í •» » j —

demos definir no espaço curvo a derivada intrínseca DA./dt ao longo de una
curva, o que nos permitirá definir o paralelismo ao longo dessa curva, i .e. ,

0.

Formalmente, os vetores A. constituem um campo de
vetores paralelos ao longo da curva x1 - x i ( t ) se A. ê uma solu
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cão J:is equações d i f e r e n c i a i s

DA- tlA- . dx*
—L e —L . | .« > A = I) . (20 .1 )
<lt dl IK r dt

listas equações formam um conjunto de N equações d_[

ferenciais de princira ordem, e consequent emente, se o vcior A-

é dado em qualquer ponto da curva, se determina de um modo un£

voco em todos os demais pontos da curva. Podemos obter também

um campo de vetores paralelos a um vt-ior omt ravarianu*, por propagação

paralela ao longo da curva. Posto que

dt dt

podemos escrever as condições de paralelismo ao longo de uma

curva na forma contravariante

DA1 dA1 • . dxk

= H.'.IA1 = 0 . Í26.2)
dt dt J K dt

Observamos também que os vetores tangentes unitá

rios formam um campo de vetores paralelos ao longo de uma geodé*

sica.

27. - Covariância e Paraleliísino

Mediante o conceito de paralelismo podemos compro

var que o segundo membro da equação (20.3) constitui um tensor.
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Cons ido remos um:i curva V. determinada pelas cquacõe.' x =x (t).Iis

colhemos p campos vetoriais contravarian;es arbitrários ̂ J

. ...X* ., cada um paralelo ao longo da curva C e s campos veto

riais covarkintes arbitrários Y. - •, Y... .• , • • • »^/s ̂  ̂  • M»'c süo

também paralelos ao longo da curva ('. lintão temos que

— U U + <•*) *fp) = ° ÍP = 1.2.....P) (27.1)
dt J dt

i d x
fik } Y(a)i = 0 (a = 1,2,...,s). (27.2)

dt dt

Estabelecemos agora o invariante I da seguinte forma:

U j . . , U T\ T2 Tp

1 ~ Ari...rp
X(i)Xf2)-"X(p)Y(i)Ul

Y(2)u2-"Y(s)us ;

temos que a d e r i v a d a d e s t e i n v a r i a n t e com r e s p e i t o a t é " t a m b é m um

inv .» ' i a n t e

d l d u 1 t . . u _ r , r , T

. m (A X X . . .X ^ Y Y . . .Y ) •
dt dt r r " r p (1) ( 2 ) ' " (p) (l)Uj (2 )u 2

# " (s)us

üfctuuixlo a derivada nos termos dentro dt»; parênteses e trocando

os índices mudos convenientemente, temos



Uj . . .Uf

Ml ' V f r l * * * T «
1 ' - Y V V V I ' •

fp) (Du,

1 tt-1 rt+1 S

f'Vr*#V»-)

Deduzimos da lei do quocientc que a expressão entre

parênteses do segundo membro desta equação é um tensor que chama-

mos derivada intrínse

mos imediatamente que

u,.. .u
mos derivada intrínseca e designamos por DA /dt. Deduzi-

u , . . .u u , . . .u
DA,1 , . s

 n . 3A
• • • r p _ dxn

(ft " nr~ t a,.. .
1 rr..rp

- E

A expressão entre colchetes 5 um tensor, que designa-
is . • .u

mos por A c que chamamos derivada covariante.rr"Vn
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2K. - Tensor de Rictnaiiii - (!hr.ist.of fel

I T C W O S agora analisar o problema da comutatividade em

ri'Juc.ão Ti dilerunciac.ao covai ianlc. Ink* iaremus através da deriva-

da covariante dum vetor covariante arbitrário A-. Dele,

nA; l

Fazendo outra derivação covariante sobre esta ex

pressão obtemos

9 * *

,» »t . 3 ,* . , 1 , 3A>.

CaJculíJinos A. . Sc calcularmos A. , que é só trocar os ín
j »nP j •» pn —

dices e mudando convenientemente os índices mudos e fizermos a

diferença entre A. e A. obtemos

Como o vetor A^ ê arbitrário, concluimos utilizando a lei do quocien-

te que a expressão entre colchetes é um tensor misto de quarta or
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Jem, ilc primeira ordem lonl ravar ianti? v terceira onlcm covariantc.

Usamos a notação

U f = J . \* ) - . 1 \\ ) + |V | r * I - { ' I I s } . ( 2 8 . I )
jnp ; )xn J|> ;>XP in tvi j|> | « .in

n

K. c inn t e n s o r ile ipiarta onlein, rhamaiio t e n s o r Uc

Kii'tii.'inn - C h r i s t o l T e l . -eiulu roust i tu'ulo rxc Ins ivament e p e l o ten

s o r fumlamcnta I «• - e s u a s i l er iva i las a t é a sejMimla ordem i n c l u -

s i v e , l i s t e t e n s o r independe da c s c o l h . i do v e t o r A ? . Com a n o -

t a r ã o v i s t a acima podemos u t i l i z a r o t e n s n r de Ricnmui - C h r i f t o f -

f e l para e s c r e v e r o duplo rot a c i o n a i c o v a r i a n t e do v e í o r ,

A . - A . = R ! A . ( 2 8 . 2 )
jvnp j ; p n jnn l .

Quando o tensor de Riemann-Christofcll é idêntica -

mente nulo, temos a condição necessária c suficiente para

podermos dizer que a derivarão covariante de todos os vetores

seja comutativa.

Observamos também <|iic

R A « **• (28.3)
Kjnp "Rjpn *

o
Isto significa que o tensor R. é antisimetrico em relação aos

sub-Indices p e n .

21). - Tensor (lovaríantc de Curvatura

Introduziremos agora uma «randeza que iremos definir

em função do tensor fundamental e do tensor de Riemann-Christof-

fei,que ê dada por
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Rrjnp * l!rf.Rjnp . (Zí>.l)

I : : . l a r . r . i i i i K : : . ! , » ô V . ; i t I K I I I I . I I I H . S t n i : . < > » K > V ; I I i ; n i l c « ! • i u r v . i t i n . i . l i x r u v s s a r t i n n s

e s t a graiitlcza em função tios s ímbolo; , tic (ilii i s t u f f o I tla s e g u i n t e

forma;

Rrj,,p - ^

3xp

Esta equação se TCÜUZ a

<*„'

-íjp}[rn,Jl] .

Com a ajuda das equações (17.3) e (17.4) e com a utilização das

quações (17.1) e (17.2) podemos obter :» seguinte expressão:

Rrjnp

" (jp.s) [rn,t] ) . 29.2

0 tensor curvatura dado desta forma c muito importante. Desta pode

mos UeduziT imediatamente as simetrias

R . =-R.rjnp jrnp,

Rrjnp ="Rrjpn, f 29.3

R = R I
rjnp nprj,



e tambcm a identitlatlc circular tie Riamhi

R . H R . • K • =• t)rjnp n p j rpjn

Levando em conta o comportamento Jo tensor curvai ura em relação as

equações (2!).3) c (2!>.-1) podemos afirmai que o tensor curvatura tem
" 2 2

no auxino (1/12) N (N -1) componentes d is t intos e diferentes de zero.

30. - Tensor de Ricci. Invariante do Curvatura

X primeira v i s ta pensamos haver três modos diferen

tes de contrair o tensor de Riemann -Christoffei. Entretanto un desses mo

dos seria R^^m"g ̂ s ínp" ° 'P01*!116 Rs*np ® antissimétrico « s e i . Vemos por

(28.3) que R in/" -R i/n*084*1^ ^ ^ e v e n o s l e v a T m conta a contração dada por

Rjn -

0 tensor resultante desta contração c o ter.sor de Ricci. Ao

contrair le p na equação ( 28.3) e ao substituir por (17.6) encontra

mos que

V i&? {lo^]'Ò 'í»1 + {^} ̂  " {^} 1? {log®'
(30.2)

Com esta equação podemos ver que R j n "R n j t i . c . t o tensor do Ricci 5

simétrico.

Faremos agora uma contração no teiisor de Ricci da



seguinte lorm:i

R * R-1" R-n • (30.3)

Obtewos o H que c o inv.n iante ()«• rui vai ur.i.

Um espado '"> t|ii;i 1 !<• li'.,, <.'» Iodos os pontos, on

de 1 c un invar Jante, <* um espado de liinstein. A multipli-

cação interna por j>. . mostra que R=.\l . Assim, paru um espado de

liinstein temos que

31. - Identidade Diferencial de Bianchi

Seja un sistema de coordenadis p,eodésicas que escolher

•os. Ao referirmos a (28.1) teremos, por diferenciação covarian

te, que

jnp;r " 3 x?
 l jnp^ " 8 xr 3 xn jp

no polo. 0 intercâmbio cíclico de n, p e r nos dá outras duas c

quações. Obtemos pela adição que

R* + R? + R! = 0 • (31.11
jnp;r jpr;n jrn;p v

lista c uma equação tensorinl válida no polo de isu sistema de coor-

denadas geodésicas. Assim também vale para todo sistema de co

ordenadas naquele polo. Podemos também escolher qualquer ponto

como polo dum sistema de coordenadas geodésicas. portanto, a e-

quação (M .1) c válida em todos os pontos do espaço. \ multipH
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cação interna por i» da identidade de Ki.inibi dá

R . * R - • R . - ü . (31.1)
inj nj» •, r mi pr -, n nu rn; p

O tensor de liinstcin se define por

C.\ - R^R;.- í R«{ • (31.3)

A Multiplicação interna de (31.2) por tí"1 .̂-"1 e a aplicação de

(30.1), (50.3) e (29.5) nos dá a equação

•i'-«JllRJr.»- B " " V n - ° • (51-4)

que podemos escrever

Por derivação covariante da (31.3) obtemos

noí.

Q\. ' 0 . (31.5)

lista equação é muito importante na teoria da relatividade, onde

originará uma lei de conservação covariante.
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52. - Curvai iir:i dr Rirm:inn

De dois vetores qua i st|iier A e li rum ponto dum V'N

podemos construir o invariantc R A 1AllH-11*'*. Consideremos o que

acontece se substituirmos os vetores A c H pulas di::is combina-

ções l ineares

X* » AAJ* uB1 , Y1 =oA1 +TB1

onde X, y, p e i são invnriantcs. Dti 1 izando .is «jii-ivoe:; (2!)«3) e

mais alguns cálculos diretos demonsi r.uuus

Assim, a expressão R . ArAnB-'B'í>, que é um invariante com respei-

to a transformações de coordenadas, eóquase um invariante em trans

formações lineares de vetores. Poro obtermos uma expressão que seja

também invariante em transformações lineares de vetores, calcule-

mos

(E C- - C R- ) XrXnYJYp=KhTnhjp **rpKjnJ

( > A . U B . )

= ( e
A A ^ 2 • t y 2 B2 • 2>u cosO AB) (c^p2 A2 + fR T 2 B 2 •

• 2pi cose \B) +

- (eA*pA2+ CBUT B2 • [>T*fUi]cose AB)2 =
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= (AT - Ul>)2 («?
A *• B - fos2 l»lA2BZ

O c o ângulo cnlrc os vetores \ c K .

Deduzimos que

R ArAnB'R
l£ _ » mi' (32• 1)

R- " R- )ArAnB-'l!p

é um invariante que não será alterado num ponto quando os dois ve-

tores que o determinam são substituídos por qualquer combinação H

near. Este invariante se denomina curvatura de Riemann do espaço

V^ associado aos vetores A 1 e R1. Notemos que o denominador de K

c a unidade se os vetores \J e B1 são vetores unitários e ortogo -

nais.

33. - Espaço Plano

Dizemos que um espaço e plano quando K = 0 em todos

os pontos. De (32.1) temos que a combinação necessária e suficien

ê

para todos os vetores A 1 e B . Levando-se em conta as simetrias

cm A c B1 concluimos que

Rrjnp + Rnjrp + Rnprj + Rrpnj
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significando que

Rrjnp 4 Rrp...i ° ;

trocando j e n encontramos

K . • K - » 0 ;rnjp rpjn

Multiplicando esta equação por dois c s««*ando a anterior obtcaos

2R - *2R • • R - • R - 0 ,rnjp rpjn rjnp rpnj

que pode ser rcesci ita da seguinte for«.i :

3 R . + R . • R . • R . = 0 .rnjp rnpj rpjn rjnp

Ksta equação pode ser reduzida, utilizando a (29.4) , a seguinte i-

guaIdade:

R - « 0 .rnjp

Reciprocamente, se R_n--, * °. podemos dir.cr que K • 0. Tenos, en

tão qnc a condição necessária c suficiente para que um espaço V.,

seja plano é que o tensor de Ricmann -Christoffel seja idêntica -

mente nulo.

34. - Espaço de Curvatura Constante

Analisaremos agora espaços nos quais a curvatura de

Riem.mn em qualquer ponto não depende da escolha dos vetores con-

travariantes A eB 1, Da equação (32.1) a condição necessária e sufi
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ciente c que

(K (c r- - r R ) - * • Í A'Y'I'.V' »'^rn'jp 'r|»Kjii' rjnp

para todos os vetores AJ c P.1. II» cálculo siailnr ao da seçãn

anterior demonstrará que esta condição se reduz a

Rrjn P

onde K v usa função das coordenadas x 1.

A diferenciação covariante da expressão aciaa nos

dá

Rrjnp;t " K;t (8rn gjp~ RrpRjn ) •

Substituindo este resultado na identidade de Bianchi

(31.2) tereaos

A nultiplicaçao por g*nRJI> dá

(N-1)(N-2)K;r - O .

Daqui, se N>2 concluinos que K é uma constante. Tal Vu (N>2) se
n

chamará um espaço de curvatura constante.
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35. -Conexão Afin Assimétrica

Também denominada conexão linear assimétrica. Há di_

versas Maneiras pelas quais nós a nodemos introduzir. Talvez a

•ais elegante seja aquela que conecta diretamente a questão às te

orias de "Gauge", a saber

34 - D A = ? (35.1)

0 operador d. é um vetor apenas quando ape sobre um

escalar, na teoria métrica. De que maneira o nodemos generalizar ?

A forma mais espontânea é

Ô^k - D.*k - 3 i*
k • r*^", (35.2)

onde agora Fim são funções arbitrárias cuja lei de transforma -

ção será induzida pela condição de tensorialidade que impomos a

Pj£ - que deve se comportar como um tensor de segunda ordem, mis;

to. A regra de transformação é a mesma lei inomogênea jã conheci

da para os símbolos de Christoffel,
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* = *>t ??n i*:1 rp - —-- tó ^~ • (55 5
Dx ibc í>x <>x i»x »»x i \ \

Apenas ;jqui devemos ter cuidado com ;i assimetria dos indues infe

rioTcs nas F's. Aqui, também, as P s são delinidas localmente,c

por meio da superposição de sistemas coordenados estendidas por

sobro t oda a va r i edade d i1crenc i 11.

0 tensor curvatura tem a mesma (c ele^antel) dcfiin

ção aqui,

Esta ê uma teoria puramente afim, isto é, ela pres-

cinde de uma métrica, que se introduzida precisará ser de alguma

maneira relacionada ã conexão afim r. De modo geral, isto se faz

assim: a conexão r é obtida da forma abaixo:

onde

c que

ft1 li í

Ksta e a forma mais geral possível, combinando-se uma teoria mé-

trica (associada aos {j.} ) com uma teoria afim (as P s ) . Tradi-

cionalmente os físicos gostam de interpretar de alguma maneira

("praxe de Paulí") os campos extra acima, como A e 15 .
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ü t e n s o r d e l \ i c m ; m n é n j í o r . i i l d i n i d o , S IMUIO —'• l i . -r r» I ' ! . , c o m o
, III I Iv III I KA \

j k m m j k k jra s k jm sin _jk

Dois c a s o s p a r t i iMi la ros devem s e r <lesi ao.-nios nost c-

p o n t o . No p r i m e i r o , t e r e m o s .1 t e o r i a ile l i i n s t r i n - Car t a n , onclc

Vin

No segundo caso, temos a "transformação A":

A propriedade que a distingue 5

no caso em que A = 3 A , para alguma função A (ou no

caso mais geral em que A é 1-cociclo), teremos que

Rjkm • Rjk» • f"-9'

ou seja, a curvatura é copiada. Isto ocorre, portanto, com

qualquer afinidade de Christoffel, por exemplo. Neste caso, no

entanto, o campo A(ou A ) ê interpretado como a representação de

de um grupo de transformações agindo sobre a afinidade. 0 que é

uma possibilidade diversa da prevista nelo critério de Pauli.
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"><>. - Relação ?is Teorias tic Cnu^e

I.oca Imriit r ilt.T ininios 1. ransfor»nacõos de coorilenadas

não-hulònomas, que maneiam v c l o r e s sob ri* ve tores "iião-liolõnomos",

4> > -|. - h^>\> . (3(>. IJ

Aqui impomos às trans formações h uma condição de

ortogonalidade (ou de pseudo-ortogonalidade),

•MKonde g é uma matriz diagonal com ±1 na diagonal principal(de mo
•MK .»

do geral, a assinatura de R é escolhida de forma a coincidir com

a de g n k ) .

Há relações análogas referentes a hJJ}, c similares:

Km, _ -
hMhmK "

hm.M .m fit. i\

Podemos então definir um objeto não-holônomo

/ - hffl • (30.4)

E, se definirmos

podemos definir o vetor coluna <{>• (̂  ) e a matriz r. • (Tg). , em

tudo formalmente análogo os objetos de uma teoria de Gauge, onde
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e a curvaiuru

Aqui um importante resultado c:

K 1 . . = h ! K A . . - h l ( D . l i J - D . I > A )I k A j k A j k k j

ou se ja , a contorção dcpnulc diretamente deste objeto h - que na l i n

guagero c l á s s i c a , tradic ional , se denomina "tetrada ", e que na

linguagem de geometria diferencial tem o nome de "forma de solda-

gem".
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CAPÍTULO Jl

CAl.CUI.0 TliNSORlAI. JNTRlNSliCO

37. - C o n c e i t o s lundamcnt a i s

t

Com esta seção desejamos passar da notação c dos

conceitos clássicos das seções anteriores para uma notarão c con

ccituação mais moderna. A diferença entre um c outro tratamento

se dá em dois aspectos: em primeiro lugar, os conceitos deixam

de ser definidos com respeito a um dado sistema de coordenadas ,

e o são de modo intrínseco. Em segundo lugar, podemos aqui discu-

tir questões globais, isto 6, questões que se referem a estrutu-

ra toda do espaço-tempo, em lugar de nos limitarmos a uma discus

são de problemas locais, ou seja, fenômenos que ocorrem no domí-

nio de um sistema de coordenadas e valem apenas localmente, de

modo geral podem seT melhor compreendidos nesta visão alternati-

va.

0 conceito básico é o de variedade diferencial • Es_

te conceito torna preciso o significado algo vago de nossos obje

tos VN, MN e análogos, nas seções precedentes. li o que é uma va-

riedade diferencial? Ela é uma estrutura em três níveis:

- £, em primeiro lugar, um conjunto de pontos, que
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ilrsij'.n.'imos p o r M.

- Mm sejMimlo l u j ' . n , i: uni t o n h int o C O B uma topoloj» ,^

a T de l l a u s d o r f f , on s e j a , d a d o s d o i s p o n t o s x, X ' I . M, e x i s t e m

d o i s a b e r t o s A c A* sem p o n t o s em comum ( A o A ' - d J t a i s que. x i A c

x'eA*.

- Mm terceiro lugar, este espaço topo lógico de

llausdorff (M,i) possui uma estrutura di ferenciável :

1) lixiste sempre uma família de abertos V. Ç M, i=

1 , 2 , 3 , . . . ( i s t o 6, uma família contável) ã qual associamos fun-

ções di ferenciãvcis h . , dadas por:

h i : V i '* *" ' n f i X 0 '

e sendo os h. difeomorfismos,isto c, funções com inverso e com

inverso diferenciável. 0 número n será a dimensão topolõgica

da variedade, e h7 transporá para sobre a variedade um siste-

ma de coordenadas de Rn.

2) As mudanças de coordenadas hT o h., V-HV.^ 0 ,

são também difeomorfismos.

As figuras ilustram o conceito:

- um conjunto de pontos
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1 - um sistema de

coordenadas

3 - mudanças de coo_r

denadas

V.

Com isto tornamos preciso o conceito de variedade

diferenciavel. E um conjunto de pontos com uma topologia, isto é,

uma regra com a qual podemos definir limites, e coberto este con

junto por sistemas coordenados, que lhes dão o que se chama uma

estrutura diferenciavel. Deve-se notar que os três níveis são in

dependentes, isto é, podemos dotar uma mesma variedade topológi-

ca com estruturas diferenciaveis não equivalentes.

0 próximo conceito ê o de subvariedade. Uma subva

riedade (essencialmente, um "subospaço") pode ser definida de du

as formas: a definição direta c:

- A subvariedade N S M é ura subconjunto de M.
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- A sunvaricdade N c um:i variedade di lerem iâvel .

- A estrutura de variedade dil'«renciiive I di: N c a-

quela herdada de M, ou seja, i" a estrutura de M rest ri ta a N.

Outra forma do dc fin irmos o (|iie seja uma subvarie-

dade é ai raves de uma técnica indireta, ou seja, como a cont ra-i-

mage» dc uma função diferenciável. Vamos dizer o que vem a ser

isto: seja f:M*K uma fundão di fereiui avel definida em M. J.nt ão

teremos o seguinte:

- para r e IR,f~ (r)cM c uma suhvaricdadc diferen-

ciãvel mergulhada cm M.

"Mergulhada" significa: sua estrutura diferencia-

vel foi herdada da estrutura diferenciava] de M, como na defini-

ção precedente. Esta nova definição exige uma prova, que é dada

(em resumo), f" (íl-r) ê um conjunto aberto e denso em M( donde

f" (r)cM ser fechado e nunca denso). Lm seguida aplicamos um teo

rema clássico de análise, o teorema da função implícita, para mos

trarmos que f~ (r)CM possui sistemas coordenados cuja estrutura

é herdada da estrutura de M.

Em resumo: função diferenciavel definida em varie-

dade significa sempre subvariedade.

Agora veremos o caso inverso: vamos considerar apli.

cações de um intervalo I c |{ na variedade M. Bstas são as curvas:

- Uma curva é uma aplicação diferenciavel g:I*M.
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Para que usaremos o conceito de curva? 1'ara que

possamos definir, de maneira int rínsera, o con* ei to de vetor tan-

gente ã curva. t.'oroo se Ia:: isso? Ha seguinte Kani- i i a: se t • I

designar a variável t|ue percorre o intervalo I, definimos a deri

vada de n no ponto X O - K U O ) da seguinte. Maneira*.

••'<•.>>

Ml

Ora, que v um vetor lanj'.eiite a uma curva? V. a de-

rivada desta curva. Mas, num dado ponto, muitas curvas poderão

ter o mesmo vetor tangente. Basta que tenham ali a mesma deriva-

da. Definimos então o vetor tangente:

- Vetor tangente -nun ponto xoxM é o conjunto de to

das as curvas que passam por xo cujas derivadas coincidem neste

ponto.

0 vetor tangente é, assim, uma classe de equivalên

cia. £ o conjunto de todas as curvas poT um mesmo ponto, modulo

a igualdade de suas derivadas naquele ponto. Ainda estamos, aqui,

bem distante da definição clássica. Mas chegamos a ela com rapi-

dez. Sc escolhermos um sistema de coordenadas num dado ponto, a

derivada de uma curva é expressa por

dx* X . (37.1)
Ao

"o

No caso de um vetor tangente a uma coordenada x 1 ,

teremos



Ora, p:ir;i representarmos as classes de equivalência de funções ,

identificaremos o vcl or X de (:v/.l ) ;i um operador diferencial

v dx •) . I

E fácil constatar que vetores tangentes ou operadores dife-

renciais formam espaços vetoriais isomorfos. li desta identifica-

ção tiramos um importante resuliado:

Proposição: Seja M uma variedade diferenríávci n-dimensiona]. Os

n vetores linearmente independente )L são tangentes, cada um, a

linhas coordenadas x1 se e, somente se [X-, X.] = 0 na região

coordenada.

Prova (em resumo): A necessidade é imediata, pois

Jj\ = o
1

A suficiência também, pois o que se deseja de um sistema coorde-

nado é que as coordenadas sejam independentes umas das outras,is

to c, que umas variem sem depender das outras. Ora,

.] . J ^ X . . -l.Xj X j - 0 .

Onde L designa a "derivada de Lie", c mostra que o

"arrasto" de X- por X. (e vice-versa) não altera um e outro.

A generalização deste resultado c dada pelo Teore-

ma de Frobenius, uma de cujas versões se utiliza mais adiante nes

te trabalho, 0 Teorema de Frobenius, cm sua essência, dá as con-
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«1 i v õc* s necessárias r sul ic ient rs para qut- um campo ilc K vetores

linearmente independentes, iniin;i variedade tic ti imersa o K, se-

ja tangente a uma subvariedade K-dimcnsionaI daqucJ.i variedade.

1: os vetores cot nnj'.cnt es (on "covet ores" , em opo-

sição aos "cont ravetores", que são os vetores tangent e s j , como

def in i - lo s de maneira intrínseca? A técnica c s imilar. Seja u-

ma função f:U£M->R, onde U c um aberto. Um covetor, ou vetor co-

tangente, num ponto de M, c a c lasse de equivalência de todas as

funções f , g . . . . , ta i s que sua diferencial (df) no ponto x0 « U

coincide. Temos, assim, que da mesma forma que os contravetores

são c lasses de equivalências de curva cuja derivada coincide num

dado ponto, os covetores são c lasses de equivalência de funções

cujas d i ferenc ia i s coincidem no mesmo ponto.

Em coordenadas loca i s , o covetor c dado por

df - - Í | dx1 ,
3x

ou seja, c uma 1-forma, uma forma diferencial do primeiro grau.

Isto sugere parearmos as bases (locais) de contra e covetores ,

pelo "produto escalar"

de modo que a derivada de uma função, segundo uma curva g, é da-

da por
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ou scj;i. o produto escalai tia curva pela luuçnu.

A vantagem destas ile I in IÇOI-N . até o moment«», v sua

elegância. Súo definições intrínsecas, e ao se consi mirem os

objetos como classes «le equivalência. scjMie-sc uma tradição da

Matemática, inaugurada no século passado, en que (com Dcdekindj

números reais são definidos como sendo certts classes de números

racionais.

Um ponto fina], nesta seção, deve ser a discussão

de um primeiro resultado global, o Tcorcma c o seguinte: no espa

ço a três dimensões, podemos construir uma esfera (uma variedade

bidimensional) como uma subvaTicdadc "dentro" do espaço. Será que

toda variedade pode ser mergulhada (num sentido coloquial) den-

tro de um espaço euclidiano? Qual a relação entre as dimensões

de um e outro? A resposta está dada no seguinte teorema de Ilas-

slcr Whitney, publicado em 1936:

Proposição: Dada uma variedade Mn de dimensão n, existe um mer-

gulho ótimo f:Mn-R2n+1.

Isto quer dizer: Mn é difcomorfo a uma subvarieda-

de de IR n + . 0 limite dimensional (2n+l) c um valor ótimo para

o caso geral. Lm situações específicas (como no caso da esfera

no espaço tridimensional) pode ser melhorado, lambem, se impuser

mos outras estruturas (ou outras condições) sobre Mn, esta dimen

são do espaço euclidiano pode aumentar. Por exemplo, se exigir -

mos que o mergulho seja isornetricô (preservando ângulos e distãn
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cias) ou sem nus (sem que a variedade Btry.uJhada passe por deu -

tio de si mesma, ainda que evitando auto-int erseçue::). A demonj»

tração completa do tcorema está no livro d»? Auslander c MiKcnsic, na
Bibliografia.

Resinuo da Prova: llâ va>ias provas para o Tcorema do Mergulho

de Whitney. A idéia básica é a seguinte: t r iaiigulamns a varieda-

de Mn (ou seja, nós a decompomos em seu "esqueleto", li i pert et™

edros elementares chamados símplices). Com esta triangulação,ob

tem-sc um objeto denominado "complexo homo lógico" - csscncialmcn

te os símplices, como tijolos, juntos formando o arcabouço da va

riedade. Ora, os símplices podem ser representados por objetos

num dado espaço linear. A dimensão deste espaço ê a menor dimen-

são na qual todas as coisas envolvidas são linearmente indepen-

dentes. Mostra-se que, no caso geral, esta dimensão c 2n+l. Sa-

bido isto, montanos dentro de R n nosso complexo - o esqueleto

de Mn. £ feita esta montagem, "arredondamos" os cantos do com-

plexo, obtendo a variedade diferenciável. 0 arredondamento (a in

trodução da diferenciabilidade) pode ser feita usando-sc as cha-

madas "partições de unidade".

Em resumo: demonstramos a variedade "fora" do espa

ço euclidiano e remontamos neste espaço.
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O obje t ivo deste tratamento para a geometria da: v;i

rledades i" obter resultados j;l ibais . l 'o is , lora Inicnl e , i otla varie

dade v i in espado eni I iik-.iiw»; .is ili i crt%m;:i:. surgiu apenas no caso

global (no entanto , o contei to tie "local" potle ser altamente com-

p lexo: v e j a - s e o tlcsenho, omle tie um rum Io obl emos outro anulo,

• a s com uma geometria tão complicada que cada um de seus pontos

f ica tão perto quanto se deseje de um ponto «Io buraco c e n t r a l ) .

difcomorfismn

0 significado destas patologias, para u física, c ainda desconhe-

cido, embora estruturas fractais deste tipo venham tendo amplo em

prego em diversas áreas das ciências naturais c socia is . Aqui ob-

servemos que localmente ( i . e . , sobre um domínio cuja topologia é

t r i v i a l - o que c uma condição suficiente, mas não necessária), po

demos sempre coordenar o espaço tangente da seguinte maneira:

u • (x , A ) , onde u e T.M., c um ponto do espaço tangente - f i
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brado tangente - sobre a variedade M, e e coordenado polo valor

das coordenadas do x c M r pelas componentes do vetor A cjue nele

definirmos. Mudando-sc o sistema de coordenadas, fazemos uma

transformação (em geral) não linear sobre x, e uma transformação

linear, induzida, dado pelo Jacobiano tia transformação sobre x,

que age em A. lim cada ponto A , O espaço de Iodos os A v i sumui |i>

a Rn, onde n-dim M. Podemos definir uma aplicação obviamente con

tínua

»: T.M - M, -n(u) = x

cujo inverso it" (x) * Rn. A este inverso denominamos fibra so-

bre x. Em cada fibra age uma representação de GI.(n, R) induzida

pelos jacobianos das transformações de coordenadas (uma transfoir

reação para cada jacobiano). Assim sendo, temos o objeto que se

denomina fibrado tangente:

- Uma variedade M, chamada base;

- Uma aplicação contínua TT : T.M •*• M, denominada pro

jeção;

- A fibra, n"1(x) s IRn;

- 0 grupo de transformações, GL(n, IR) ou um seu sub

grupo.

Esta última observação deve-se ao seguinte: sobre Rn, por exem-

plo, temos um único sistema de coordenadas poss íve l ; o fibrado

T.Rn * Rn x Rn, e o grupo reduz-se ã identidade, 1. Também, se G

e um grupo de Lie, um grupo onde definimos uma estrutura diferen
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, T.(J r Cixltn, onde n Jim {'..

^ f ̂ t>ruüo cot an^ent c def ine-se d.'J mesma maneira ,

o conto a transformarão que age sobre os covetores é inversa da

(juc age sobre os v e t o r e s , há um óhvio isomorfismo entre 'I'M, o f_î

brado cotungente, c T.M, o fibrado tangente. Notemos, no entanto,

que e s t e isomorfismo, dados apenas um e outro o b j e t o s , não c uni_

co . Quando fixamos um ismorfismo p o s s í v e l ,

g : T.M -> J-M,

pareamos um vetor A e T.M a um covetor B c T*M. Lste pareamento

pode ser dado por meie de uma transformação linear g:T.M ••T'M.in

versível, que Jenoninamos tensor métrico ou métrica, lim geral se
- T

impõe, também, a condição g = g, que amarra a simetria de g.

g pode ser, também, considerado como uma forma qua

drática. Dois vetores, A e A', tais que g(A, A') = 0, são chama-

dos g-ortogonais. Ora, c "abido que Rn pode ser gerada apenas p£

los vetores g-ortogonais (aplique o método de (Iraham-SchmidtI) .

Assim sendo, podemos restri;, ir as transformações de GL(n, K) pa

ra aquelas O(f) - as g-ortogonais, i.e., que preservam g:0g0" =g,

0 cO(g). São estas as transformações de Lorentz generalizadas,

com "assinatura" qualquer. Os conceitos usuais ( vetores tipo

tempo, tipo espaço e tipo luz) se estendem com naturalidade.

Es'a operação, que reduz o grupo de GL para 0(g) ê

chamada redução >lo grupo fibrado módulj g. Há um isomorfismo en -
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t re* ns reduções possíveis e os di fcroni or. valores de >;.

39. O Conceito de Conexão

Até o momento, num certo sentido, as fibras num CÍ>

paço fibrado suo disjuntas, i.e., não temos unia regra pela qual

podemos p.?ssar de uma fibra para a outra, ponto a ponto, ou seja,

uma regra que, dado um ponto u i; l:, tuna fibra, nos fixe um só poii

to u' c F' (possivelmente com algumas outras condições).

Uma possibilidade seria a seguinte: dado o ponto x

na base com fibra sobre ele F(x), liguemos (por um caminho arbi-

trário) este ponto x a um ponto x', com fibra i'fx'J. Fixemos u

ma regra pela qual, ao caminho que junta x a x', corresponda

um único caminho para cada ponto u e F(x) até um dado u' c F(x').

A possibilidade que se escolhe c a seguinte: construímos uma fo£

ma linear w(x) que age no segundo fibrado tangente T.T.M, i.e.,

no espaço tangente ao fibrado tangente T.M (tomado aqui como ba-

se). Lsta forma linear aplica o espaço tangente à fibra sobre si

mesmo, e se anula num outro espaço, de dimensão igual ã base.

Mais ainda, cia 5 equivariante, i.e., comuta com as transforma-

ções induzidas pelo grupo de transformação.

lift

/-
u
F
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O alijamento da curva y se (;a ila seguinte mane i ra : e s ta curva de

f ine , tin i vocanicni e . seu vetnr 1 angrnt e X ("v J em cada ponto. I apo-

nhamos a condição que a curva aJc.ad.-i li II (7) tenha um vetor tan

gente X1 cm cada ponto t a l que w(X lJ - 11. Aos ve tores que s a t i s -

fazem a e s t a condição denominamos ve tores h o r i z o n t a i s .

üm componentes, temos o segu in te : o vetor tangente

u curva c dado por

i - • 5LV Ô + Z1 3- . i índice na f i b r a ,
dt p 1

Se colocarmos uma proporcionalidade entre o vetor tangente (par-

te vertical) e o vetor tangente à base,

• • •

z 1 - r1.

ficamos com

onde

\ - \ -

Una base horizontal-vertical para o segundo fibrado tangente é,

assim, dada por:
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A partir daí, o cá J tu Io tias componentes da forma w

é imediato.

40. 0 Conceito de Curvatura

Que ocoi re se a curva y C um J_oop fechado? A fi -

bra I: se transformará cm si mesma, e o espaço dos Joops possíveis

induzirá um grupo de transformações da fibra sobre si mesma, lis-

te grupo chama-se grupo de holonomia. A respeito dele, prova-se

o seguinte:

- O grupo de holonomia c, no máximo, GL(n,R), para

o caso que estamos considerando;

- Na ausência de cópias, o grupo de holonomia é ge

rado pelos valores do seguinte objeto,

Ü = do)(Xh,Yh) = D e f l M X , Y ) , X.YcT.T.M.

denominado curvatura associado à conexão u . lista curvatura c ,

no caso ge ra l , o campo de gauge, conhecido das Teorias Clássicas

de Campo.

A relação de es t ru tura de Cartan nos da o seguinte:

fiB dw + • [ií«w]

0 que, em componentes, ê o mesmo resultado cJássico,



.72

« ". ^ i ., i _, i k J k
IIVJ = 3 Id . - i) U . + W . tü - íi! , (O .J 11 V | V Wj M V j Vk l l j

Um importante teorema é devido a Lcvj-Civitã: tod.j métrica £ de

termina unicamente uma conexão l inear u. A prova c a mesma que

a t r a d i c i o n a l .
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CAPÍTULO I I I

CfllMAS CKAVITACIONAIS

41 - Introdução

Passaremos agora ao estudo de copias ( ] ), onde u-

tJlizarcmos toda ;i parte d:i Teoria Clássica dc Tcnsnivs e a parte

da Geometria Moderna int rodr.zidas nos capítulos anteriores. Alem

disso com a abrangência da AJp.cbra de Lie e o estudo de librados

possibilitamos a passagem ao estudo que faremos.

Nós mostraremos que a transformação A abeliana de

Einstein pode ser generalizada naturalmente para incluir uma gran

de classe de cópias de campos de gauge c gravitacionai.

42 - Uma Generalização da Transformação X de Einstein e Cópias Gra

vitacionais

Einstein ( 2) aplicou a transformação X no contex-

to de sua teoria de campo unificado: se Va c uma conexão linear

(íjcnerica), entao sua lei de transformação 5 dada por

r*a ra a° a \
J 3p - 'pp • Ô8 V ' (42.1)

onde X é uma função definid;j no cs|>;Ko-tcmpo. A equação (42.1) c cia

ramente uma transformação de gauge abeliana que pode ser formula-

da como segue em uma notação mais compacta: sendo M um espaço-tem
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po o sendo l.(Mj seu fibrado rcfcTcnciiil Jinciir. Sc tiot rirmos

MM) com uma conexão afim linc.ir I', .1 equação (42. JJ 1 orna

I* = I' + dÀ.l . (.42.2 J

onde 1 c a iilcnt idade na álgebra Lie l inear de grupo (11.(4 , Bt). 1-n

lâo noturnos ( 3 ) que os tenso res de Kiem.inn e RiccJ )l" v l<afi

são mantidos invariantes sob a transformação l, i s i o o ,

(42.4)

A transformação X é uma transformação de g a u g e , i . e . ,

c ia pode ser implementada via a ação de gauge induzida por

U(x) - e x p [ X ( x ) . l ] .

Contudo ela não c induzida geralmente por transformação de coord£

nadas. Deste modo dá origem a uma c las se part icular de cópias co-

ordenadas dentro das t e o r i a s gravitacional de campos ( 4 ) .

Mostramos aqui que uma simples generalização da trans -

formação X nos permite d e f i n i r uma c la s se maior de cópias de gau

gc c gravi tac ional , as nominadns cópias Ín f in i t e s imai s . Podemos

r e s t r i n g i r nossa anál ise a sistemas fibrados, já que a extensão

de nossos resultados para o mais geral fibrado principal e imedi-

ata .

Sendo dadas duas conexões T e r para L(M); .sendo
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R = dl" * 7 lr-r] (42.5)

a form curvatura üc r. Dizemos que r e r são conexões copiadas

de K dado que

R(l\) = R (I* J (42.6)

que analogamente implica que )' c 1" deve satisfazer

dO • \ lO-O] + 'LI-Oj = 0 . (42.7)

onde

o = r*- r . (42.8)

Se escrevemos f = r + i 0, a equação (42.7) pode ser colocada de

uma forma mais elegante,

do • [r~o] = o (42.9)

*

como uma condição necessária c suficiente que T c r como acima

dá origem ã mesma forma curvatura. Sc [0~0] = 0, a equação (42.9)

ou (42.7) torna

dO + [r-0] - 0 • (42.10)

Ambas (42.9) e (42.10) são as bem conhecidas condições de integra^

bilidade. Uma condição aproximada suficiente que faz a equação

(4 2.7) dentro da equação (42.10) pode ser dada da seguinte forma:

supomos que r -r • eO, onde e>0 c2«0 6 uma constante positiva

muito pequena. Lntão ^ [ü-o]s 0,

somente para valores acima de 0(e2).

muito pequena. Lntão ^ [ü-o]s 0, c a equação (42.10) c válida



.76.

O Tcorcma de pTobcnius (5) pennite-nos classificar

soluções para a equação (42.10): supomos que 0 u, ] c. a L p, onde

p - dim fíl.(4, IR), e uma conexão de 1-formas que TC solve- (4 2.10).

Quais condições impomos sobre I'? Podemos pensar da seguinte manei_

ra: sendo ksp tal que todo Gm=0, m>k. Assim podemos separar (42.10)

cm:

do
a (AUDj -Gft - O .

k,

(42.11)

(42.12)

>k

A equação (42.11) satisfaz as condições de integra-

bilidade do Teorema de Frobenius, i.e., existe uma transformação

(possível local) ü?(x), x e M (onde a dependência ê restrita à b£

se de variedade devido a equivalência de todos objetos involvidos)

tal que

0a - üf dgb . (42.13)
D

Sc levarmos em conta esta condição para as equações (42.11) e

(42.12) obtemos

(42.14)
[f-dB] • 0 ,

Adf - U"1(Adr)U + U"1dU

em notação matricial (Adf lembra-nos que os valores de r são toma-
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dos através da representação adjunta da nJpebra de Lie).

A transformarão U define uma nova possibilidade Io
__ _ *

caj , gauge, c nesta gauge a relação entre f e f , com a condirão

de "cópia infinitesimal" I" - f £ LÜ, pode ser escr:t.a como

F* = f + edil , (42.15)

provando que

[f -dB] = 0 . (42.16)
I

! onde 0 ê uma função , localmente definida c avaliada na álgebra de

' Lie. £ imediato que a equação (42.15) generaliza a transformação X

dada pela equação (42.2); 5 uma transformação de gauge abeliana

que mostra ser ela mesma compatível com a estrutura de campos não

abeliano na gauge particular dada por U ; as equações (42.11 e 12)

apresentam as condições compatíveis. Sobre estas condições as e-

quações (4 2.15 e 16) manteem os tensores de curvatura e Ricci inva

ri antes na teoria de campos simétricos de Kinstcin.

Se estamos agora tratando com uma tecia de campo

de gauge geral, com uma dimensão finita, o grupo de Lie semi sim-

ples como grupo de estrutura, podemos considerar duas situações. A

transformação não coordenada pele induzir a equação (42.15), e ge-

ralmente, como ela i uma transformação abeliana, não pode ser im-

plementada como uma conseqüência do grupo de estrutura não abelia-

no de fibrados, a menos que o grupo simétrico da teoria seja um

sub-grupo de Lie HcG, com o centralizador não trivial de G, que de

nominamos K. Neste caso particular podemos escolher 0 assumindo
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valores dentro de K, de modo que ;i equação (42.15) seja imediata -

meu te sa t i s fc iI a.

Como uma segunda alternativa pudemos embutir um sc-

mi-simplcs G em um conveniente grupo linear geral (JL(G). Neste ca

so a semi simplicidade não c levada cm conta dentro do grupo line-

ar embutido c as transformações abeliana (42.2) ou (42.15J podem

ser imediatamente implementada no fibrado ampliado.
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A Krii<-rnli»ilion of KiuMriitV / Transform» I HMI

MIMI i>r;ivilulioii;il t!i*|>ii> I').

I . A. H..I.IA

!llh liilfi ll>lllMTi; /I<M>I(«7I /'l.»flll«i. l-.f-Hil </• f'uniH »<•»••
I'lii't i-ithiili I'nl'lill ill- /•'<•• •'• Junta»
. l l . I'ttshnr. l.'.r>ti, i.'̂ ".»»» Kin tit .Inm in. t.'.l. / . ' I . I I /

M. I . ' I M n:'> i>.\ M i . v i :in«l - \ . I". I I I :»AI> . - i » . \ * n : » i

/fj«/i7"/>' */*' /Vxr'-'fi. i^nti't'Tsultiili itil'iitl * /" / /#" »/i .lnf

{]' «.S'.iS. 2M.I44 /.'I.» rfr ./«».<>#. IM. 7.'/((.»/

( r i rcvul» i) i*. Jt<rrinl>l«- I'.'S:»; I I M I I M M itl!<- m i * i

I 'AI 'S. t»4.5>«». - I ' l i i fHi I fit^ltl 11n-t»iMf :mtl «•tln-i

Siiwmiirii. • \ W hl»p\v Hint KiiiKli-fnV M M I N H I / I i; i ir l"iii i . i l ion i y n !>•• jf>nirr:i)i/.i-il

in onlt'l 1i> inrliiili ' ;i Inrftt' «l;iss of t:r.iV!!;ilii.iul mid ;MI IL ' I fic

) ' , ISMKJN ( ' ) ;i]>]ili<-d D M - / l i: i in»fiuiii; i l i i ih in 11H f n n l i x i of liis liiiiln-il CM ..I I l i t o r v :

if r^. in :i

funrtion. l.i|ii:i<imi ( I ; it. ili;irlv mi
1r;iiiHli>iiii;i(i(in ihiit run In- ivrnnilalril : i - follows in ;» im.rr i'(iiii}i;ii'l iintiilimi: lit JU
lie ;i sji.MT-iiiiK :ini1 let ]J{M) In its Immlli «•! I Í IMMI Iwiini-.s. I I ««• cniliiw I.'.M) will)
;i liiir.il :illuii' rormcrlin») / ' , <'(|. ( I )

(2) / " --. r -i- 4/1 .

wlicn- ) in flic identity in tin- )in«%'ir primy'* lAr »)pvhra ','',,R- <»MC IIH-II iiotire» (')
Dial t)i«* li)(-iii:mii nnd Jiuxi icnnorK i.'^,,,, :nu1 A',,/) ;in- '..>•)'! iiiv:ni:iiit under /.-Irani»-

«*) )'»ilint)> Mii'fKrrtrit )»T I-'M'O »'II1 K1NKI'.
(') A. l:i.N«Tr.tN mill 11. KxvruAS': Ann. Vnll,. llJ,in.il,m). A3, r:t> (IU.'..'.>; A. KiVMTKIh: lirloliritlie
ihniTi! i,} Ihi hviifiwimrtnr yiriti, in Thr Muttony (•' ItrhtUtilf. Aliihyttt,, JH07. A vrmiiin «if tin- J Irmllt-
f(iiiiii>li»ii wiif iiM'd ).y 11. Vvr.Aitt in J»Zf. HIM! I..T 1". .>- iiMM;ir in IÜ3I. Sri' vn tliln M. A. Tlr}<-
filèAf.Js» I),an tit vnitairt* th itltihiitritiyiitlirif tl tl Iv ui iniltttn.i, (ii:iil(Llrr-Vill.iiE, I'.iriit. JI'CJ),
J>. 2 B ; .

r>(K»
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lurnMti<Hii>, tbat i s

Tin1 i. trn information i» a gaugr liawtlnrinatiiHi, tlint M it «an IN- ir
via tW|MW|Mt netion induerd by

Ilowtwr, it in not iu punrr») indutttl by ro-wilinaln tritimfnriiMliona. It HUM Ri
riac to a particular cl»»s ot cti-ordinaii- «>)•"* williin (rraviLitimial field 1lm>rin> (*).

We ikow ben» that n ulipin p»-nfralixniion «>! tin- /.-tiUIIKÍOIm.-itM>U allow» NK ti> il<-(in<-
a Inrfnr daw nf psMfv nuil (rravhaimnal <i>|>irr.. tin* M> «:I1I«MI iitliiiilrnimni tnpirt.
We can rMtrirt our aiial>>ÍK li> fraiiH- )>IIIMII<K. KÍ»HC 11M- «•Mtnuioii tif our n-xiiltt. to
more general principal fibratione i* iniini-iliatr.

If we »ri- jrivru Ilif twn nmntftHMW V anil /'• lor Hil). )rt

(4) j f r

be/"»curva»iir«>forni. Weaaytbatrand/"•ar«-copird conm-ctioin for Ji, provided tbat

<5) Jan -> Jt{r»).

That «quality implica that V and F* miMt aaitafy

(Ca) d 0 + l | 6 A 0 ] ! f/*AO) •= 0 ,

If wr writ»- / * = / * + | 0 , (6a) can l>e put into a nir«r form,

(7) dO + [/AÍJ - 0

AK a netrssarr and Kuflicient condition tbat /* and 71* a* above fire riw to tin- ».-init
rnrratnnt form. If |OA0] «• 0, (7) (or (6a)) become*

(«) di + [rAB] » 0 .

Itotb (7) and (8) a n well-knows integrability condition*. An approximate —ffidnl
n.i.rliiion that make* eq. (6a) into (S) can be given at follows: auppoee tbat
/'• — r - rO, where t > 0, r* sr 0 i» a small positive constant. Tben («*/2)[0A0] r: 0,
.-•itil pq. (*) if valid up to *(<*)•

Tin- KIUIH tiiii» theorem (*) allow* us to clawify solutions for (8): suppose that • •

(') <>n Ihtr M-p ]' . 1*. FIIIVAMTAVA: fíavvt «»rf m.ngauft curralurt Utavr npli$, pitprtut OBPF'NF-
IKÜI/.1'.'. (Miin. )(ri,<ll(lf.. dc I'mqulxi» >U«ltn» Olio <« Janeiro 71701), JU, BratU, I»IS).
(•; fur t)it- rri.l.inlii» fliiorini we, for rjmnplc, S. XmiMtcnn: Lulnra ** Dtffrrrnlint (7u,mrlrf
O'r. ntinllnll Inc., Kmlrwoirii CIIBi. K.J., 1P0I).
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)<*KJ>, w h w j» • dim <(/,„. is u «••«llwtmti nl florin* thai milvr (I*). Whir It •«>••
«litiww due* tlmt inijmmi IMI 11 \\r. ran rruwui :IK folluWK: l*t I; < f )if mr)i that all
P* 0. IM > 4. Wti MII ftjtlit IK) v>l«.

t» a»»-! (At» ?•»%••»*• t». I»- i.

(tt) (AdlrVf «». m l .

|Hu) KtlmAnt th<t iiitt^rulnlily CMMtilimiK in ihr Kr»Uniu« tlii-ormit. Ilia I >•. UKK H M I «
» (IMNMÍMY \neaA) iraimlomiation **^{r). J « W («1MT« drjxmli-rn» k tv*\t\t\*\\ in the
IKIM- innnifitM dim U% «qMirarmnrr wf all itlijrt-U inn.lvnl) Kurd that

(10) V tfW-

If nr takr that rendition into (9). we get

(1»)

in matrix mil n I ion (Ad FranindmiKUiat On- value» of V an- U> In- Utkrn in tin Lie
»l̂ M>r.iV ail joint rrjutwriitalion).

Tbr traii*(oTm»tkm * definw » aew, powiMf local, g»vgi^ and in that gaugr tin-
Ttlatkm between /* and 71*, with tb* • iDÜniUvimal copy» condition /** — / ' ~ r O ,
can lie, 'wriitvn a*

provided tbal

frli«e /I in 0 I'ie-alptbra-Talned, locallv dtfmrd, fnnetion. It i» imnediat* that eq. (13a)
generalise tbe gravitational A-transforma I inn piven by eq. (2); it i» an Ab«1inn gang?
transformation tbat abow» itiwilf to 1« comwatiMc with tiw «dõV non-Abclian «tructuro
in tbe pariictilar gange giren by • ; «q«. (9) give tbe isoupatibilitr eoodition». Uoder

conditioDi «qs. (It) keep tb« enrvature and Kinei ttsnaon invariant in Y.nmUriu'n
mnmtrir fioid tbevry.
If we are now dealing witk * general gmpe field theory, with a finitodini*ntiona),
i p l o Lie group 0 a» structure üroup, w«: can consider two sitoatioDt. Ko

co-ordinate iransforaiatioD ean induce (12a), and in general, aa is an JMiun trans-
i«>r/M.ition, it cannot lie implemented aa a ritiiM-nm-.m*. of the bundle's non-Abelisn
slniilun- irnnip. unless tbe thtujy'».s.vuiinctrv poup M a Lie subgroup Bed, with
iiontriviiil i-rntialiser in G, which we dwnotr hv K. In tbat particular «ase we can

to \»lv VIIIIH* insidv A', M> l»ml »-ij. (M^) is immediately satisfied (•),

(•) F. A. 1>iiMI*: A Hlutcatitm nrl r:-.i,*wt,,l U> llu r»>>y 1'h, nomtnm. In 0. Zkt-AM (ndltor): Ftvtui-
iniir n! Ihr /l,o rfc Juvciro 1HI Spm/mium nn ))nhnnorp),y and tunrtiunal Anntyrti (Knrtb-Hoitnnd
In., AifiMcriiiifii, 1PÍÍ»,
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AK M m-minl a)li-rn;itivf >\t- run mil**) n iu-niinini|>lt- f! into * coMVeniriil gMirral
linrar r>"»l> ' ' ' i i - '" ''I:I1 r iK<' •««•"••••M'»!*'"'•.' •>• )" l̂ v-'iUiin IW riiibnlilinK linear
p«.«| . ami AU-Yun truimhtrma^iiniK likr (") i>t (12«) «-uii it- innmdimUiy
wit Kin IIM- anijrlifml hunilh-.

We. ww)> l«> Uuuik IW rtilrr»* loi riiMiuiriiiK nn llir firr»ml ]t#JMtr. Onr- wl M«
aiwi w»UrK U> thank Dm. M. TAVAKKS K'AMAKAL, M. Soi>m I>K A MA» JO «'AKIIAI. and

)I. l*iri>Ai>r. Jr. fnr tint furililMii ]irovMml lor tbr •^.riii»lrl»»n ol Ütm work.
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