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RESUMO

Este trabalho relaciona uma simetria sbeljana estu-
dada por Linstcin no contesto da tcoria do campo assimCtrico , a
“transformacio A", ao fcnomeno das copias gravitacionais ¢ , mais
genericamente, das copias dos campos da gauge, que, como sc veri-
fica, surgem de uma generalizacio da transformagio ». A ligacio
entre o quc foi cstudado por Einstcin ¢ o fcnomeno das copias sc
faz com a ajuda do classico tcorema dc Frobenius sobrc a existén-
cia de folheagOes numa variedadc diferenciavel.

A linguagem com aqual sc trata cstc problema € aque-

la da Geometria Diferencial Intrinseca; a da Relatividade Gerai e
e das teorias unificadas, aquela do Calculo Tensorial Classico .

Assim sendo, e para facilitar a transicao entrc um estilo e outro,
faz-sc uma longa introducao detalhando-se, primeiro, as estrutu -

ras a moda classica, e em seguida, suad versao mais recente.
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ABSTRACT

The present work relates an Abclian symmetry alre-
ady considercd by Linstcin with respect to his asymmetrica) ficld
theories to thc gravitational and gauge ficld copy phcnomenon. 1t
is shown that gauge ficld copics arisce out of a straightforward
generalization of the A - map. The connection bhetween Linstein's
work on the A-transformation and the copy phcnomcnon is obtained
with the help of the Frobenius Thcorem on the existcence of
foliations on a differentiable manifold.

A problem like the one above is usually treated
within the language of (intrinsic) Differential Geomctry;General
Relativity and classical unified field theories are traditionally
developed in a classical style, that gap, we have prepared a
long introdution where the same structures are studied from the

traditional and from the more recent point of view .
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INTROMICAD

a ccrta-s arcas das cicncias matematizadas onde o a
cesso € imcdiato a pessoas que sc disponham a conhecc-las: um gran
de resultado pode ser atingido quasc a partir do nada, numa deze-
pa dec paginas. Uma destas drcas ¢ aquela dos fundamentos tedricos
da computagdo; chegamos u tecria das fungoes recursivas, aos gran
des teoremas de Goedcl e de Gentzen, as idéias de Church ¢ de
Turing sem pré-requisitos, apenas ajudados pclo nosso interessc
no assunto. Em outras areas misturam-se idéias imediatas mas pro-
fundas, ¢ intuicdes vindas de teoremas cuja prova, se Trigorosa, e
xigiria esforgo extenso. E o caso da hipotese do continuum, no con
tra-exemplo famoso de Paul Cohen. Novamente uma idéia brilhante
sc abre rapidamente a quem sc dispuser a enfrentar umas poucas pa

ginas de um raciocinio denso mas sem condicionamentos anteriores.

A Fisica Classica nao pertence a este dominio das
matematicas de acesso imediato. Seu instrumento, o Calculo Infini
tesimal, velho de trés séculos, traz em si uma inércia resultante
. do acumulo de idéias e conhecimentos por todos estes tempos; Sem
o Calculo, nao se revela a Fisica Classica. Mas se o tomarmos co-
mo ponto de partida, como pré-requisito, € possivel construir-se
a Mecanica Classica e a moderna Teoria Cldssica de Campos. 0 que
for importado de areas diversas pode ser manipulado a partir da

intuigdo do leitor interessado.



kste trabalho ¢, cm esscncia, um resultado na arca
Jda Teoria Classica de Campos - a prova de quc a transformagdo A
de Einstein, sc generalizada - forma adequada, inclui as copias
dc campos gravitacionais, ¢ tambem as de gaupe. Para 13 chegar -
mos, dois foram os pré-requisitos: a linguagem tradicional da Gra
vitugd3o de Einstein, o calculo dos tensores, ¢ um pouco do geome
tria dos espacos fibrados, basc atual dz tcorias de gauge classi
cas. 0 objetivo a que nos propuscmos cntao foi pcrmitir a uma
pessoa de fora da area a compreensao do nosso trabalho. Para tan
to, supusemos um conhecimento prévio de Calculo ¢ Geomectria Ana-

liti-a, apenas. O resto se expdos com cuidado.

0 resultado a que sc chegou foi a demonstracao de
um teorema que junta duas idcias distantes (em aparencia): uma
simetria nas teorias unitarias, uma degenerescencia nas teorias
de campo. Para que este rcsultado esteja ao alcance de quem o
procurar, demos todo o background que, supomos, sSeja a ele nec -

cessario,
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CAPTTULO ]

CKLCULO TERSORIAL CLASLICO

1. - Introduciao

A origem do conccito dec tcnsor esta na evolugio
da geometria diferencial de Gauss, Ricmann c Christoffcl. O prin
cipal objetivo do calculo tensorial ¢ a investigaciao das rela
;taes que permanecem invariantes quando se muda de um referenci
'al de coordenadas a outro referencial, ambos definidos, scmpre, por
meio de vetores tangentes a linhas coordcnadas numa regiao aber
‘ta de algum Rn: O calculo tensorial sc apresenta como uma 1lin
guagem matematica com a qual s¢ podem formular as leis da f1

sica. LEste ¢ um mostulado biasico nara a fisica do scéculo XX.

2. - Espaco de N Dimensoes

Considere x?, x’,...,xi,...,xN,um conjunto ordena
do de N variaveis reais diferencidveis.Denominamos estas varia
veis coordenadas do ponto. Dizemos entao de todos os pontos
correspondentes a todos valores possiveis das coordenadas, in
cluindo-se transformagoes entre elas, que formam um espaco N -
dimensional representado por VN' Todas ou algumas coordenadas
podem ser liﬁitadas a um intervalo para assegurar uma correspon

déncia bi-univoca entre uma regido de Vy ¢ o conjunto de coorde

* Referenciais holonomos.
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nadas.

Definimos vma vurva om VN como scido o conjunto de
pontos gue satisfaz as N cquagoes

x! . xi(u) (v =1, 2, ..., N},

sendo u um parimetro difcrencidvel, cm geral, ¢ x'(u) N funcdes

de u.

Definiremos um subcespaco VM de VN' para M«<N |

xi e xiqul, w,eeo,u) CGi=1, 2,000l N)

M. As xl(u’,u',..., u)

onde existem M parametros u!, uz,...,u

H que satisfazem a certas condi

sao N funcoes de uv?, u?,..., u
coes de diferenciabilidade. Quando M=N-1, o espaco v, sc chamara hi-

persuperficie de Vy.

3. - Mudangcas de Coordenadas

Considere um espago VN com coordenadas Jocais

x'.ox2,..., N As N equagoes

edatxr,xM G200, G

onde ¢? 356 fungbes "bem comportadas", definem um

novo sistema de coordenadas x!, x2, ...,EN. A equagao (3.1) de
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finc uma transformacio de coordenadas. As N funcoes +'  dovem
ser independentes, ou scjia, o Jacobiano formado por Fax'/ axdl
nao sc anula. Com csta condicao podcmos fazer

x} . @, LT (i =1, 2,..., N).

4. - Convencoes sobrec os Indices
As convencoes serao:

1 - Os indices latinos cmprcgados (subindices e
supraindices), podem assumir todos valores de 1 a N, a nao ser
que especifiquemos ao contrario.

2 - Se repetimos uma vez um  indice latino em
um termo, subentcnde-sc uma soma sobre este de 1 a N. Isto

-
L e-
e .

dax? = — dx’ . (4.1)

3 -Um temo nio pode conter o mesmo Indice mais de duas
vezes . 0 indice repetido (no caso da equacdo (4.1) or) é cha

mado indice mudo, pois pode ser substituido por qualquer outro



Indice latino.
Introduziremos aqui a delta de Kronecker ¢ que
definimos cowmo

6* =1 sc k= {,
]
’ =0 sc k = £,

A propricdade elcmentar da delta de Kronecker ¢€

dada por

6§ A = A
1

" uma outra & dJada por

k

ox k
—_— = 8, .

S. - Yetores Contravariantes

Um conjunto de N funcoes Al das N coordenadas

x! forma as componcntes de um vetor contravariante sc se transfor

mam segundo a equagio

. -1 . '
X

numa mudanca dc coordenadas de x} a ii. Mo multiplicar as ¢

nquagcoes (5.1) por ax"/aii obtemos



.S.

lx-—-hl = E-)-x- EZ-AJ; ili . x‘k I\i :Ak'
ax x| a J
daqui tiramos que
N
A = —-—T K . (5-2)
ox
Investigando as cqu:cocs (4.1) observamos que

0s dxi formam as componentcs dc um vetor comtravariante, cujas
componentes em qualquer outro sistema de ~oordenadas sao as di
ferenciais dii daquele sistema. Deduz-se imcdiatamente que
dxi/du € também um vetor contravariante, o vetor tangente
a curva xisxi(u).

Considere agora outra mudanca de coordenadas

xi . gi(ii). As novas componentes Al devem ser dadas por

Zi =i —-i
- X j X~ 9x K X k

A e —— R e — A% . — AR,

ax) axd axk axK

Esta equac@o tem a mesma forma que a (5.1), demonstrando por
tanto que as transformacoes dos vetores contravariantes formam
um grupo.

Com excecao das coordenadas xi, um so0 indice su
perior (supraindice) indicara sempre um vetor contravariante,a
menos que digamos o contrario, As coordenadas xi so se compor

tardo como as componentes de um vetor contravariante com Tes



pcito as transformacocs do tipo i':a'jxj,

conjunto de N* comstantes, que nao formam ncecessariamente  os

ondr as a; $20 um

componcnics de um tensor {como vercmos mais tarde). Pois  nes

tc caso temos

e a transformacao ¢ descrita como

— |
-i oxX
X = —— X°,

axj

Com relacido as transformacoes gerais de coordenadas, as x1 nio
formam as componentes de dn tensor contravariante, o que signi
fica fundamentalmente que se escolhermos Ai-xi, entiao as novas
componcntes Ki com respeito ao sistema de coordenadas fi nao

satisfazem as equacdes A =X’ .

6. - Vetores Covariantes

De um conjunto de N fungdes A, das N coordenadas
x? Jizemos que sao componentes de um vetor covariantc, se se trans-
formam segundo as equagoes

K- B ——— A (6.')

) § R j
ax )
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ao makinmos as coondasdes x ! para T Podeese portanto cscolher
N funcocs arbitrarias como componentes de um vetor  covariamte
no sistemr d¢ coordenadas li ¢ as cquagowes (6.1) definem as N
componcntcs no nOvo sistema Jde coordenadas ii. Multiplicando

: (6.1) por :fii/axk ohtcmos

o) axt ax) ax) j
= —— - B . X fl . 'Y .

* donde

!
' Ak-;;‘li .

Se colocamos que afla;i = (3flz‘j)3xj/a;i, deduzimos imediata
- mente de (6.1) que as grandezas 3flbxj s3o as componentes de um
vetor covariante.Tais componcntcs cm qualquer outro sistema sao
as correspondentes derivadas parciais 3flb§i. E o gradiente de
£f.

Um subindice Gnico caracteriza sempre um vetor co
variante, a nio ser que especificamos o contrario.(Consideramos
o Indice i no vetor covariante :f/3x) como um subindice.)

Veremos agora que nao ha distingdo entre os veto
res contravariantes ¢ covariantes quando nos limitamos as trans
formagoes do tipo

ii = a: i.obi y (6.3)

onde b’ sao N constantes que niao formam necessariamentc as com

}

ponentes de um vetor contravariantes e ay $30 constantes (que



nio formam necessariamentc uwm tensor), de tal forma gque

) §
L -
aa--

= e
UGS

Agora multiplicamos a equagao (6.3) por a: ¢ ohtcmos

a:i'] = J »

i_i ihi
X b .

r i-i 3, 3
X - b
X o=a, ot

Assim temos que

iii axJ

ad ot

Sade bt

que prova que as equacoes (5.1) e (6.1) definem o mesmo tipo de

entidade.

7. - Invariantes

Qualquer funcao 1 de N coordenadas x} sc chama um
invariante ou um escalar com rclagao 3 transformacio de coorde
nadas s¢c T= 1, onde T ¢ o valor dc 1 no novo sistema de coor
denadas ). sdo invariantes as grandezas que niao mudam quando
mudamos de um sistema de coordenadas a outro,

Das componentes Al e Bi de um vetor contravarian

te e das respectivas do covariante , podemos formar a soma Aibi.
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—i
Quando trocamos as novas coordenadar x .esta soma s¢ transfor

m Cm Iiﬁi. Tcmos cntao qw

X5 ax' ; ax* ax? axk 3y, kpi
. m o——— A —_— B = — - AB =t BL .
1 ax) ! k axJ ax! k5

entao resulta

i j i
Iﬁi-Anj-Ani;

Aili € imvariante , portanto.

8. - Tensor de Segunda Ordem

Formcmos Aij-licj , onde Bi e ¢! sdo as com
ponentes de dois vetores contravariantes. Deduzimos de (5.1)

que as Aij se transformam segundo as equacoes

s o,
add T T Ak, (8.1)

ax¥ ax'

Mais geralmente, se temos N2 fungoes Aij cuja lei
de transformicio € a de (8.1), entio denominamos a Al compo

nentes de um tensor contravariante de segunda ordem. Que nio



.10.

¢ necessariamente o produto dJde dois vetores contravariantes, |(
define

u.1)
as -omponcntes do tensor de scpunda ordem em qualquer

. -1
outro sistcma ar coordenadas x .

Analogamcnte, sc possuimos N2 funcocs Ai' cuja
lei dc transformacio scja

x 3xk ax[
. - T A ey em——— A » (8-2)
1] 55t o0 M

denominamos as A.k componentes de um tensor covariante de segun
da ordenm.

Também temos que N funcoes Al que se transformem
segundo a lei

_ ax axl X
A, = — — A (8.3)
3 Kk -3 2
X  ax
sao chamadas as componentes de um tensor misto de se
gunda orden.

Observamos que os indices superiores caracterizam

Oos aspectos contravariantes de um tensor e os indices inferiores
08 aspectos covariantes,

O delta de Kronecker se transforma como um tensor
misto
L 3?i axl a'x‘i ka .
5.' [ . 6k % e = 6-‘
J -' ‘C k - 3
X X
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Sc colocisscmos as componentes invariantes 6,  como componentes  de
. . i -
um tensor covariante mmm o sistema de coordenadas X ¢ mudussg

pmos dc sistema de coordenadas, teriamos

ka 3xl axk axk
oG e T T
ax ax7 ax oX
essas componentes transformadas niao formam a del

ta de Kromecker. Assim, had nccessidade de colocarmos um supra

indice e um subindice na delta dc Kronccker 6; para formarmos

um tensor misto.

9., - Tensores de Ordem Superior

tltzo.nts
. 19z-..9,
denadas locais x' sio componentcs de um tensor misto de ordem

Um conjunto de N°*P funcées A das N coor

(s+p), contravariante Jc ordem s e covariante de ordem p sc sc

transformarem segundo as equagoes

s e e . L A s

ab? xS ax P 4% b
(9.1)

TiT2 T

com a mudanca das coordenadas x' para x!. Esta formula é uma -

obvia combinagao de (5.1) e (6.1).
A ordem dos iIndices num tensor € muito importante.
0 tensor A*J nio & necessariamente o mesmo tensor que o Aji (pa

. T -
) o matnzcs,AJ ¢ a transposta de A'dy, Quando trocamos inter
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namente dois Tndices contravariantes ou covariantes ¢ o tensor
permancce o mesmo, dizemos  esnes tensores simétricos com
respecito a cstes Indices. Sc dois tensores sio simétricos  com
relacdo a um indice mmsistema de coordenadas, serio simétricos
. . Calj ji
cm qualquer outro sistema de coordenadas.  Imponhamos A77 = A5,
Mudando para um outro sistema de coordenadas tercmos
i o o _
X~ ax ke X~ X £k ;.

xiJ s — M — - A (9.2)

X axt axl axk

se A“.Atk entao A . Kji.A simetria cm relacdo a um indice co
rvariante e um outro contravariante pode ri. se manter depois de
uma mudanga de coordencdas. Mas 6; =6g.

Quando todos os indices, sejam de um tensor con
travariante-ou sejam de um tensor covariante, podem ser troca
dos sem alterar o tensor dizemos que este € um tensor simétrico.
Um tensor simétrico de segunda ordem tem no total o maximo de
(1/2) N (N+1) componentes diferentes, onde N = dim VN'

Quando mudamos internamente dois indices de um

tensor, e s0 sc muda o sinal, dizemos que este tensor € antis

simétrico em relagao aos indices mudados.

Adl _ald

A antissimetria € tambem independente da escolha do sistema de
coordenadas utilizado.

Quando todos os indices de um tensor contravari
antc ou covariante podem ser mudados internamente, de tal forma

que v tensor muda de sinal em cada mudanga interna de um par de
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indices, dizemos que este tensor ¢ antissimétrico. !Um tensor

e e . ii - .
antissimétrico AY Jde scpunda ordem tem no total o maximo de

%N(N-]) componentes independentes,

Sc todas as vomponentes de um tensor num siste
ma de coordenadas siio nulas, num ponto, scriao nulas neste pon
to em qualquer outro sistema de coordenadas. lsta nronriedade

dos tensores ¢ muito importantc nas aplicagdoes fisicas .

Um tensor definido em todos os pontos de uma cur-
va ou em todo o espaco VN e o que denominamos um campo tensori-

al.

10. - Soma, Diferenga e Multiplicacao de Tensores

As oneragoes realizadas com tensores nrecisam obe
decer 3 lei de transformacao (9.1). Qualquer combinagao linear,
tendo os coeficientes invariantes, de tensores do mesmo tipo,se
3 um tensor do mesmo tipo. Os tensores A;k e B;k formam M€k+
”B;k quc satisfaz a (9.1) sempre que X ¢ u forem invariantes. A
soma de tensor scra A;k+B;k ¢ a diferenca sera A;k-B;k. Pode -
mos escrever tambem

1 ]
A5 (Ag50850007 (50050
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1 . P 1 .
“ham s ={A.. L) a oparte simetrica o {A..=~A..) n arte
chamircemos Z(I\”al\“) pay 2( jithij p
antissimctrica. Lssiam, gualguer tensor contra ou covariante, de

segunda ordem,scera a soma de um tensor simctrico ¢ de outro an
tissimétrico.

iscolhemos dois tensores, um de ordem s contra
variante ¢ Jde ordem p covariante, o vutro de ordem U contrava
riante ¢ dc ordem convariantc q. Dcduzimos de (9.1) que o pro
duto das componcntcs forma um tensor misto de ordem contrava
riante s+t ¢ ordem covariantc p+q. A este tensor denominamos pro
£

. , ije _,ij
duto externo dos dois tensores. Por cxcmp]o.Akmm-Bk Lmnt

produto externo dos dois tensores B;J € Cint e ¢ um tensor do

.€ 0
tipo indicado pclos indices.
A divisio, no seu sentido usual, dc um tensor por

outro nao esta definida.

11. - Contracao

De um tensor misto como A;;n, formamos a soma
ij -
Azmj' Da equacao (9.1) temos
st x> axt axk axt ax" i;
= A

. : kém °
ax? ax? axP ax9 X'

Donde, apds algumas manipulacdes, obtemos

=5 k£ oS N ko £
AST * zx_ B:.. ™Al ox™ ox™ o Adm
pqr ) Tklm T T T T Ckem T

. J .
axt oxP ox9 ax? axP axd
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Obscervamos que ";3.,' ¢ um tensor misto,  contrava

riante de primeira ordem ¢ covariante de scgunda ordem. Este
pProcesso ¢ o contracio que nos permite obter um tensor de ordem
r-2 de um tensor misto de ordem r.

Tambem podemos juntar multiplicacio ¢ contragiao

- i) ,
para originar novos tcnsorces. Jos tepsores l\kJ c B podemos

. mnt
ij.k Al]Hk

obter tensores como AJJB ., ¢ mitos ontos,  kiste  pro

k "mji
cedimento sc chama multiplicaciao interna de dois tensores.

Como outro exemp]o,A; se forma pcla contracao de

>

» ¢ A; € invariante, tensor dc ordem zcro denominado trago  de

e e

>
Sl pudelamde bde

12. - Elemento de Curva

Scjam um tensor covariante simétrico de segunda or
dem Aij’ cujo determinantc |I\ij|=0.Blk um tensor contravariante
de segunda ordem cujo determinante !B1k|=0. Lles serao conjuga

dos se

Introduziremos agora o conceito de distancia em

nosso Cspago VN. A dist3dncia ds entre dois pontos proximos de
i i i - . .

coordenadas x' e x'+dx!, sera dada pela forma diferencial qua

dratica, dita forma de Ricmann

dst = g dx'dx) (12.1)
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onde g.. ¢ um tensor de segunda ordem, submetido  por apora  u
i u
nicamente a restricio grlgiilrﬂ. Vy com dsi dado por (12.1) ¢

dito um espaco de Ricmann.

[ N g—y

Notemos que apenas B;:°

£ )

(xij'gji’ contribui.para

(12.1), ja que em geral

» = l 9y 1 g = 3 .
Bij =7 (B55%855)% 208;5055) = £y * By

-

A partce antissimétrica %(glj-gji)dxldx-’ cm c.lsZ € nula; como is-

to acontece podemos supor aqui g.. = 0 . 8 ¢ chamado tensor

ij
fundamental do espaco dc Riemann.'vﬁ forma quadratica gijdxidxj
tem o numc de métrica. E o quadrado de elcmento dc linha ds.
Exemplo:

O elemento de linha de um espago euclidiano -de
trés dimensGes, referindo a um sistema de eixos cartesianos re

tangulares, €
dsz = (dx?)® + (dx2)* (dx’)’.

Todas as componentces do tensor fundamental sio zero exceto  as
componentes g11=8,,=8,,=1. E claro que a métrica de um espago
euclidiano € positiva por definicdo, i.e., ds? sera zero quando
dx?=dx?=dx3=0, mus s podc tomaT valores positivos para todos
os outros valores reais de dx?,dx?,dx?.

A teoria especial da rclatividade explica o espa

¢o quadrimensional com o elemento de linha ds dado por

dste~(dx?)?~(dx2) - (dx3) % 4c2 (dx")’
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Esta mCtrica, chamada metrica de espago-tempo, nao
¢ por definiciao positaiva, mas ¢ positiva para todas as curvas
20 longo Jdas quais x?, x2 ¢ x* sdo constantes, ¢ negativa  para
todas as curvas a0 lonpo das quais x* ¢ constante. Assim, a0
longo desta altima curva a distincia cntrc os pontos proximos
nao pode scr rcal. Para que s distancia ds entrc os pontos vi

zinhos seja rcal trocamos a cquacio (12.1) por
iy J
ds? = cgijdx dx”, (12.2)

onde o fator e, chamado indicador, toma o valor +1 ou -1. Assinm,

ds? € sempre positivo.

13. - Comprimento de uma Curva

Consideramos a curva x'=x(t) com o parametro t.Da
equacao (12.2) o comprimento da curva entre dois pontos corres
pondentes at=t; ¢ t=t, scra dado por

t, \//» dxl dxj‘
s = {1 cgij T It dt . (15.1)

i dx.
Se %% UT1=0 ao longo de uma curva, os pontos correspondentcs a

t, e t, estdao a uma distancia zero entre si, apesar dos pontos de

les niao coincidirem, Tal curva se chama nula.



14. - Madulo d¢ um Vetor
0 wodulo A do vetor contravariante A' ¢ dado por

- . u i j .
= ea BighA (14.1)

wm?
onde ¢\, ¢ o indicador +1 ou -1 que da o carater real a A, O
modulo A ¢ invariantc.

Aqui é necessirio introduzirmos o tensor contravari
ante conjurado com gij quc podcmos cscrever  convenientemente

glJo Dc (12.])'

8ik86

*

g . (14.2)

1j j
Agora podemos definir o modulo B do vetor covariante B, pela e

quagao

2 1)

onde e(B)ré o indicador do vetor B, e também B € um invariante.
0 modulo de um vetor € um invariante. Se o modulo de um vetor

€ zero, o vetor ¢ dito nulo. O vetor tangente 2 uma curva nula

[ ])

um vetor nulo.

15. - Tensorcs Associados

Com a métrica podemos associar objetos covarian

tes a contravariantes e vice-versa:

A, = g A



L T (15.2)

J
A rclaciio ¢ reciproca, pois, por vxemplo,

Aja i) ki ki
£ Aj =8 gjkA = 6kA = A" .

Isto se chama"abaixar o supraindice” oun "subir o subindice”,res

pectivamentc. Temos

kt
AkA

L TR L
SN = ik ME AT B My

Os modulos dos vetores associados sho iguais. 0
procedimento dc subir e abaixar indices pode seranlicadn também

i1 tensorcs:

<Jk .. AYik
Ai..(m ) LriA...(m
ou
i.kst £s mt, ijk
Anr = g,rg L A...FJ’“ :

A notacgio do ponto ¢ para indicar o indice que foi abaixado ou
levantado, que pode ser omitido quando nao houver possibilidade
de confusao. Lcvamos em conta que cmbora gij (4 gij scjam  ten
sores conjugados, os tensores Ajj e MJ pio sio em geral con

jugados.
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16.- Anpulo eptre Dois Vetores ¢ Ortogonalidade

Definimos o anpulo entre dois vetores de modulo )
por

kA.ﬂ

i k:AkBk; (16.1)

CoOs0 = gijAlBJ=AjﬂJ=gJ

definimos ingulo cntre dois vetores gencricos dan sepuinte forma:

g.. A'p)
coso = 1) — . (16.2)
\l F- m ). S
L(A)c(B)gxmA A grs“ B
0s vetores Al ¢ BJ sio ortogonais guando
A'B) =0 (16.3)

1)

17. - Simbolo de Christoffel

Embora hajamos visto na secao 5 que dxi/du € sem
pre um vetor contravariante, suas derivadas d’xi/duz nao formam
um vetor cujas componcntcs em qualquer outro sistema scjam as cor
respondentes derivadas segundas. Depois, demonstramos que as de
rivadas parciais de um invariante formam as componentes de um
vetor covariante; mas as derivadas de um vetor ndo formam um ten
SOr cujas componentes sejam em qualquer outro sistema as corres
pondentes derivadas do vetor transformado. Nosso propdsito ago

ra ¢ construir expressdes que obriguem as derivadas de um ten
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SOTr 3 Scrcm Semprc as cowpanentcs de um tensor. Para tal, precisamos de

duas funcocs do tensor fundamental B os simbolos dc Christoffcl
de primeira e segunda classe respectivamente definidos por

Mk B By

1 ]
[ij,k] = 5(—2% &+ L% - M) (17.1)
¢ :)x-’ axl ax{
(I
‘fi] LTI (17.2)

Veremos quc os simbolos [ij,k) ¢ (igl nio sao ten
sores.

As definicoes mostram quc os simbolos sio simctri
cos com respcito aos indices .j . A multiplicacio inter

na (17.2) por g, da

. L. .
[ij,m)} = gtm{ij} . (17.3)

De (J7.1) se deduz imediatamente que

985k

- = [ij’kl*[kjoll- (17.4)
axJ

Agora desejamos expressar as derivadas de g]k em funcdo dos

simbolos de Christoffel e assim diferenciamos a equagiao (14.2)
£

com respeito a x~ e obtemos
Th ’8i; ik
—L-g..-f-—-—lg 20;
t Y £
X X

multiplicando internamente esta equagdo por ng teremos
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e
axi h'

Substituindo cm (17.4) ¢ (17.2) obtcremos finalmente

mk . ]
ap mi oLk JKio m
__.’_ = -p ("1 - B |“l . (17.5)
ax

- - s i . .
Agora deduziremos uma expressao util para {ij). Diferenciamos

Im

o determinantce gslgijl lcwbrando que g ¢ o adjunto de Lom

neste determinante ¢ obtemos

’8 im g 2,

ax) ax)

de (17.1) e (17.2) e usando a propriedade de simetria de gij te

TEemoS
: s 08 9g. 98. . . 0g.
{ix_)‘%gn( im !]n- lml)s-;-gm ;u .
J axJ o 9x Z)x"
Assim
i 1 1_?_& )
) =5 = —~{log /g} . 7.6
13} 73 ) axJ{ g “g) @ )

Como o g nao €& invariante niao podemos deduzir que ‘ilj} seja um

vetor covariante. Se g € negativo a (17.6) mudara para
i
(45} = == 110z /).

ax?
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18. - lei de Transformaciaoe dos Simbolus de Christoffed

0 tensor Nundamental ”ij’ sendo covariante, trans

forma-sc segundo a cquagao

|
LI (18.1)

Bew = 5 T &5 -
axl o

; : = - =N
Ao diferenciar csta cquaciao em relacio a xX°  tercmos

~ j 5 R k 2.0 L)

Ty W ’;; o . a’x}  oax .
P - 1)

& oal A uk 2

Pliia -

Utilizando as propriedades do tcnsor fundamental e algumas con

\
}

tas chegamos 2 scguinte ‘équacido, quc di a transformacio do s

bolo de Christoffel:
_ Co e gyl gyd axk
{¢m,n]) = [ij, k] +
ol ™ "

(18.2)

a bharra sobre o simbolo de. €hristoffcl indica que elc esta no
sistema de coordenadas E"com,rclacﬁo ao scu tensor fundamental
Eij' A lci de transformagao do tensor fundamental cantravari

ante é dada por ]
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. 9X T X
E’ll, = gr!.. ———r- - < . ('8.3)

X X

Com a multiplicagio interna Jc ambos os tcrmos (18.2) pelo  termo

correspondente da (18.3), cncontrarcmos a scpuinte relacao

> 4 ) =P .2
X" X~ o X' 9°x
tPr=(5) o & . (18.4)
= 57 nS a ™ o) oxlon®
As equacoes (18.2) e (18.4) sdo as lcis de transformacao  dos

simbolos de Christoffel e mostram quc aqueles nio sio tensores.
No entanto, no caso muito especial das transformacoes 1lineares,
i.e., 3’:3/37133' = 0, os simbolos de Christoffcl sc transfor

mam como tensores. A multiplicacdo interma de (18 .4) por ax' /

oxP di
a3y P.ad 1, axt axJ
T =l = - 1;3) —_ (18.5)
wa W R

Esta equacdao é muito importante pois expressa a segunda de

. . T = = - N
rivada parcial de x com relacio X em funcio das primeiras

derivadas e dos simbolos de Christoffel de segunda classe.

19. - Diferenciacao Covariante de Vetores

Investigaremos o carater tensorial, se existe,das
derivadas parciais de um vetor contravariante. - Comegaremos da

lJei de transformacao
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Perivando em relacho a x! obtemos

aA¥ _ ord X" axt | xi_oixh anh -
axJ  ax® axd ox? ox L ox" axJ

-

Devido ao Gltimo termo do scgundo membro,csta expressio nio ¢
'um tensor . Para obtermos um tensor que caracteriza as  deriva
das parciais, eliminamos as derivadas parciais de segunda ordem
mediante a equacao (18.5) ¢ tercmos

. —
aA dKl ax ax -i " o
+ A =1 ) —p {,..;1 o

axJ ax axJ axJ in ax oxX  9x

].

Em virtude da equacao (19.1) e trocando apropriadamente os indi

ces mudos , a equagao acima sc reduz a

k i - -
A k T aA 1, 71, X 23X
- "{ '] A = [ + { } A ] - —7 L4
) T x: axd o’
Introduzimos a notacao de ponto e virgula:
k saK k r
A equacdo anterior se escreve
k i ax™ axk
AT, =R 22 2
'] M axd  ax?
Da equagdo (8.3) &, pois, 6bvio que AFj € um tensor misto de se

gunda ordem, a derivada covariante de Ak com relagao a xj.

Para estabelecer a entidade correspondente para

vetores covariantes, podemos comegar diferenciando a lei de
transformagéo
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A, = A, 2% (19.3)

com rclacido a xt. Isto da

aA. A, k axj az*j

oX

1

—3 = — —5 = + Ay —-
a3t axk axt ox! oozt ax!

Analogamente, por (1R8,5) climinamos as derivadas parciais de se
gunda ordem. Além do mais trocamos os indices nulos convenien

temente .6 ao substituir em (19.3) temos

2k, - aA, ax) ax"
— MK =L -(TA)——
oxt it ax" In axt axt
com a notagdo de ponto e virgula
BAj r
A 5 — =~ {, A, - 19.4
isn =~ el A (19.4)
X
Podemos escrever a equagao anterior cm forma analog:

(8.3) 1 da transformagao de tensores de segunda ordem covarian

tes
K = A 3XJ axn ,
134 Jim o3t gt
demonstrando que A, € um tensor covariante de segunda ordem,

)sn
chamado derivada covariante de Aj com relacao a x?,

.Num espago euclidiano de N dimensoes, referido a
coordenadas cartesianas retangulares, as componentes do ve

tor fundamental gij sdo zero, exceto gii=gz22x ... =S\N ° 1. As
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sim todos os simbolos de Christoffe) sao zero ¢ assim a diferen
ciacio covariante sc redaz a diferenciacio parcial ordiniria. F
necessirio observar tambem que os simbolos de Christoffel  nio
desaparccem todos num cspagco cuclidiano referido, por cxemplo ,
L) - .
as coordenadas polares esfericas,

Podemos construir o invariante A Jj por contracao.

’

Aplicando (17.6) obtecmos

. i j .
AJo 2 A L0y AT 22 AT 10 Y,

Jox) ax? ax
i.e.,
A.jj =L gy . (19.5)
’ "E X

Y S . i
Este invariante chama-se divergencia do vetor contravariante A
. . T | s A
e se designa muitas vezes por div A”. A divergencia de um ve

tor covariante Ai se def{ine por

ky

jsk . (19.6)

div Aj = g

As derivadas parciais de um invariante formam as componentes de
um vetor covariante. Ampliamos esta definicdo de diferenciacao
covariante a invariantes, chamando a derivada parcial ordinaria

de derivada covariante, i.e., do invariante 1 definido por

Como I . € um vetor covariante, encontramos de (19.4) que sua
’

derivada covariante com relacio a xJ seri dada por
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Ol r, 2 (19.7)

Assim (l,j);j=(].3) ,i.e. 4 dupla diferonciacho covariante de gran
dezas invariantes € comutativa.

Podemos formar a divergéncia do vetor covariante
I;i; denominamos esta '"laplaciano”dc 1 ¢ escrevemos viI. Te
mos entao

ik ik, 22%1 T
v21 = g?*a1 )., = ¢ (———--IE - 1-—) .
3373k axJ ax ax’

20.- Diferenciacao Covariante de Tensores

Partamos do tensor Alj. Este tensor tem um indice
contravariante e outro indice covariante. A multiplicacao in

terna da lei de transformacdo (8.3) por 3x"/?x' da

. m L
Ay 20 -y X : (20.1)
J 9X X

Diferenciemos com relacdo a ik, e usemos a equacao (18.5) pa

ra climinar as derivadas parciais de segunda ordem e obtermos

.S ; P ax™  m ax¥ ax®
— {1 ) — f_ J—e —] =
axX ai‘ J ik’ 5P Trs T 3K
m L -
aAl X~ X m L ax¥ ax
= —f—k —3 * Ap [ ») - = =7 |
ax= X" %) j %) ax

Utilizando a equagdo (20.1) c mudando convenientemente o  indi
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ces mudos  a equacao acima se escreve

" -n 1 =i P aax™

ax i
m | S 4
= l-n—A—g + Ar '( m ] - Am { r J] X -.)l.. .
xt L 'rt r £t ;EF %

Introduzindo a notaciio de ponto ¢ virgula temos que

A" -Mn" (My AT (F) A" (20.2)
Lt ;;T * e £ "'t r d

Com esta nova notacao a equacao antcrior toma a seguinte forma :

. m
i ax m ]
Kj;k 3;1 = Al;t —K ’

multiplicando internamentc csta equacao pclo termo afr/axm,terg

mos
T ax’ axt axt .
ik 7L 5 m 55T %
A?-t € um tensor de terceira ordem do tipo indicado pelos 1indi
-9
ces. Chamamos este tensor de derivada covariante de A? com re

lagdo a xt.

A derivada covariante de A? contém trés termos; 1-
a derivada parcial; 2- um termo com sinal positivo analogo ao
existente na derivada covariante de um vetor contravariante e
3 - um termo de sinal negativo analogo ao existente na derivada

covariante de um vetor covariante.
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Isto sugerc (uec & CXpressiao
A"]o-o“ S 0
A"l"'“ et TR I 1t Y. UL PR L RPN
1...!‘)," ox asz rlo-orl'
P ¢ (TN T
- ¥ { A , (20.3)
* e !‘ * e
g=1 TgP  TieeTp 5 TgyeneTp
- Ulu:- Y -u - - n
¢ um tensor chamado derivada covariante dc /\r r r. em relacao a x .
l 2 L N B ]

Ao referirmos as equagdes (17.3), (17.4), (17.5) e (20.3) dedu

zimos que
Mij ¢ L
Bij;k " a_xfl - Uik) By ~lyk) 85 =0, (20.)
13 1 1 i, iy git
ET d + lk g = 0 ’ (20-5)
ik 9 X
¢ que
ac‘ P
+ } 6 - {. }6 =0 . (20.6)
3k 3% tk j jk
As derivadas covariantes de tensores sdo novamen

te tensores. Indicamos estas derivadas covariantes de segunda
s . [ 4 . . .
ordem agregando outro indice sem ponto e virgula adicionais,por

cxemplo,Ai;jk € a derivada covariante de Ai;j em relacao a xk .

21. = Lei de Diferenciacao Covariante

As derivadas covariantes obedecem as seguintes

leis:
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1) a derivinda covariante da soma (on diferenca) de dois tensores ¢

a soma (ou diferenca) de suas derivadis covariomtes, Esta lei se deduz imediata-
mente da equagao (17.3) .

2) a derivikda covariante de wn prodito externo (ou intenw) de dois

tensores € igual a soma dos dois temos obtidos por miltiplicacao externa ( ou

interna) de cada tensor com a derivirda covariante Jdo out ro tensor. Considere co-

mo excmplo desta lei o scpuinte: sendo (Iijkzl\ijllk . Derivado (:ijk tomos
- ky 2 k k r r k r k
((‘Aij );m NI AL ij - Vim'Crj - {melr ’
igualmente ,
k r r k r k
(AijB ).lll= -:x—(l\ JB )+{ 1Jl*l - {ilerjB - {ijirB ,
3A, k
ky T T k 9B | S O
(AijB );m'(';?nl {m]ArJ {jm“\ir)B M Aij(;m_ + (1B 5
portanto
(A, 8% =A%, A B
ij ;m ij;m ij  ;m

No caso da contragio dos Indices j ¢ k teremos

B = — j j J T i .
(A;5BD. - (A;58) + {m}AUB {m]ArJB {jmmirn-" :

trocando convenicntemente oS indices mudos ¢ usando a simetria nos

simbolos de Christoffel obtemos

j 3 J
(A B) axm(/\ JB ) - 1y }A ’

que & a lei de derivacdo covariante de um vetor covariante.A deri-

vada covariante de (A. .Bj .
( ij );m se comporta como Cl;m .
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2. - Derivada Intrinsccea

3 10 ...uU. .
Consideremos o tensor A 5 Cujas  componentes

cool
| B |
sdo funcocs de t ao longo de uma curva axlt. A derivada

intrinscca sc define por

S S SN “.“S-k oo (22.1)
dt rl"’rp' dt

A derivada intrinscca € um tensor dc mcsma ordem ¢ tipo que o
tensor criginal.

A derivada intrinseca correspondente ao invarian

te 1 é dado por

Podemos dizer entdo daj que a derivada intrinseca de um invari
ante coincide com a sua derivada total.
As derivadas intrinsecas de ordem superior se de

finem facilmente, por

. . X P
zp1 DAl . dx dx
5. D Oy . (A!-k _—) -
gra 49t dt K gr e ar

. De (19.2), (19.4), (20.4), (20.5) e (20.6) calcu

lamos que
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k K i
nak  aA koo d -
n [ e Rl R (R (22.2)
DA JA dxj
L N - 2.3
i R (R LA N T S (22.3)
Coue
Dy, . ngij el
S A T y
o i £ S E (22.4)

As leis das derivadas covariantes, por definicido sao vilidas tam-

hém para as derivadas intrinsccas.

23, - Geodésicas

No espaco euclidiano tridimensional, o caminho mais
curto entre dois pontos¢ a reta que une estes dois pontos. Nos
so proposito € generalizar este conceito fundamental para os es
pacos dec Riemann. Scjaa curva ¢, cujas coordenadas sio .xi=-'<i(l), nue
liga os dois pontos P, e P, cujas coordenadas 550 xi(to)c xi(t;’),

respectivamente. A distancia s entre os dois pontos Py e P; sobre a curva

-

ce
t \/ axl axd
§ = :o egjj T—t -a-—t dt . (23.1)

Consideraremos também todas as curvas que passam

pelos pontos fixos P, € Pi. Qualquer destas curvas, para as
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quais a distancia PPy, medida sobre a curva ¢ estaciondria, sc
Jenomwina uma  geodesica,  Podewos obter as equacoes diferenci
ais das geodésicas aplicando as equagcoes de Luler, resultados
conhecidos no cilculo de variacoes.

Definimos a geodésica em funcdo da curva que pas
sa por dois pontos, mas csta geodesica podc niio ser unica, a
nao ser que os dois pontos cstcjam suficicntementc proximos um

do outro. A wmicidule depende da  topografia e Vi Por exemplo, ¢
xiste uma geodésica minima que passa por dois pontos numa es
fera, exceto quando os dois pontos estio nos cxtrcmos de um dia
metros : neste caso, todos os circulos miximos que passem pelos
dois pontos sdao geodésicas.,

Para um espago euclidiuno de coordenadas cartesia-
nas retangulares, os simbolos de Christoffel sao zero. Daqui
tiramos quc as geodéricas sao dadas por d*xl/ds’=0, cuja solu

24 24

cdo € x£=A15+Bconde A" e B” sao vetores constantes, i.e., as

geodésicas sao linhas retas.
24, - Geodésicas Nulas
As cquacoes (13.1) expressam que, quando s & fixo,

dxi dxJ
gjj???g_se (24.1)

sobre qualquer segmento de uma curva que nao seja nulo. Ao di

ferenciarmos obtemos



.“.

d d.\'i dx-i } ax ! dx-i ! podxd
—_— . = =) =y e e ) = Ol — s — =)=l

1 ) ] . -
ds J oas s ds Mg s Jods s ds

Daqui obtemos

d‘xi d.'(i tlxk
B;; + lik,)) — — =10
) gse ds ds
c
Pt et e
—(—) = i —— =0 5
ds ds  ds? Y ds ds
a ! oaxd
deduzimos desta ultima quc o invariante —(g.. -— —) € zero  em

) ds ' ds ds
todos os pontos da geodesica. Assim o indicador ¢ nao pode tro

car a0 longo de uma geodésica e assim ,se o vetor tangente nao &
nulo em um ponto nio podera ser nulo em qualquer outro ponto da
geodésica.Por outro lado,se a direcdo inicial & nula,a geodésica
sera nula ¢ € naturalmente impossivel introduzir como paramctro
a distancia-arco. Em lugar dele, dizemos agora que uma geodésica

nula x'= x}(t) € uma solugdo das equacées

d*xl L dxi dxk
+ {.k] —_—— =0 (24.2)
dt? 1 dt dt

25. - Coordenadas Geodésicas

E sempre possivel escolher o sistema de coordena

das de forma que todos os simbolos de Christoffel sejam nulos
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mam ponto Jdeterminado.  Consideremos um sistema geral de coorde
i . - i .

nadas x' cujos valores mm ponto determinado P, svo x,"ﬁuntrndn-
siremos um nove sistema de coordensdan XU dadas pelas cqus
cocs

-3 i i 1,1 »_m n.n

X© o= X7 - X, 4 zl'“]‘n)(x -x“”)(x -x“”) . (25.1)
0 indice (0) aplicado a qualquer cntidade caracteriza seu valor
no ponto P,. Os parenteses siio utilizados para destacar que

este subindice carcce de sipnificado tensorial ¢ que a ele nao

se aplica a convengio de soma. A difercnciacio com relacao a

x) aa
ax 1 i i n_n
Daqui (33i) = éi Como 0 jacobiano I(EZE) |-o isto ¢
R () T ) s () R ’
diferente Jde  zero, 3 transformacao (25.1) € possivel na proxi

midade de Po. Multiplicando internamente a (25.2) por axj/ ai*

obtemos

. i . J
1 X b | n_n X

Diferenciando esta equacao com relagao a ih obtemos

*x i n._n ax)
g e S e xS E x




Assim, Cm I’“

i .
"X ]
2, o= 3,
KW

2:x? i n,j i
(SRR @~ Lol = hnicey -

Agora substituindo cstc valor cm (15.4) ¢ derivando, temos

P
) ={..) &
" 0y 13 (o)

quc nos da

(P

m@o =% -

Assim, podemos sempre escolher um sistcma de coordenadas, cha
madas coordenadas geodésicas, dc modo que os simbolos de Chris
toffel sejam zero mm dado ponto, chamado polo. Notemos que a
transformagdo (25.1) nio € o unico método para obtemos coorde
nadas geodesicas.

Neste sistema, as derivadas covariantes se reduzem
as correspondentes derivadas parciais no polo, porque neste pon
to todos os simbolos de Christoffel sao zero. Mencionamos an

tes, na secao 9, o fato que se um tensor € zero em um sistema
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Je coordenadas, serd zero em todo sistema de coordenadas porque
a 1lc¢i Je transformagiio de tensores ¢ Jinear. Estabelecer uma e-
quagdo tensorial implica muitas vezes em pesadas operagoes alge
bricas. No qual sc¢ climina trabalho provandov primciro a cquagao
com reclacio a um sistema de coordcnadas geodésicas em scu polo.
Peduz-sc que a cquagiio ¢ valida para todos os sistemas de coor-
denadas neste ponto. Entio, s¢ este ponto ¢ geral, a equagido ¢
valida em todos os pontos dc V.

26, - Paralclismo

Una propriedade importante aqui € que: um campo de vetores
paralelos A, se obtém para todo o espago euclidiano (coordenado cartesiana-
mente) quando as componentes A sao constantes. LExpressamos isto analitica-
mente na forma dAi/dt =0ou aAilax-' = 0; tendo que os simbolos de Chris -
toffel s3o nulos, podemos escrever esta equagdo de um modo equivalente na
forma tensorial DA, /dt =0 ouA j = 0. Podems tambcm definir um campo
de vetores A. (x) parale]os ao longo de uma curva x’=x (t) ainda no espago
euclidiano coordenando cartesianamente;neste caso o campo satisfaz a equa-
Gao DA./dt = 0. Isto sugere duas manciras de generalizar para o espaco de
Riemann os conceitos de paralelismo quc acabamos de ver. Posteriomente ve-
Temos que 0s espagos de Riemann em geral nio admitem, no espago inteiro,
campos vetoriais paralelos; em outras palavras,nio admitcm campos vetoriais
I\i(x) para os quais Aj :j seja nulo em todos os pontos. Entretanto, ainda po
demos definir no espago curvo a derivada intrinseca DA, /dt ao longo de uma
curva, o que nos permitira definir o paralelismo ao longo dessa curva, i.e.,
mi,’dt = 0,

Formalmente, os vetores A constltuem um campo de
vcetores paralelos ao longo da curva x! = x (t) se A € uma solu



cao das cquacoes diferenciais

DA. A, p dx ¥
_l=—-—-]--l.kl Ap — = 0. (26.1)
Jdt Jt ! toodt

Estas cquagoes formam um conjunto de N equagoes di
ferenciais de primeira ordem, ¢ conscquentemente, $¢ 0 vetor A;
€ dado em qualquer ponto da curva, sc determina de um modo unj
voco em todos os demais pontos dJa curva. Podemos obter também

um campo de vetores paralclos o wm velor contravariante, por Propigigiio

‘paralela ao longo da curva. Posto quc

1 . . .. DA,

—m——g_]_)- (gIJA._) = gJ —J .,

Jt dt J dt
podemos escrever as condicocs de paralelismo ao longo de uma
curva na forma contravariante

mbooad ek

— = — 4+ () AN — -0 . (26.2)

dt dt J dt

Observamos também que os vetores tangentes unita
rios formam um campo de vetores paralclos ao longo dc uma geodé

sica.

27. - Covariancia ¢ Paralclismo

Mediante o conceito de paralelismo podemos compro

var que o segundo membro da equacio (20.3) constitui um tensor.
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. . ~ i .
Consideremos uma curva C determinada pelas cquagoer x =x (t).Es

colhemos p campos vetoriais contravarianies arbitrarios x? (1) X2 (2)°
i
|
riais covariantes arbitrarios Y(I)i’Y(Z)i""’Y(sli’ que 50

seea Xy cada um paralelo ao Jongo da curva U e s campos veto

também paralclos ao longo da curva C. Lntio temos quc

i k
ax? . . dx
@), {_1k] XJ o — =0 (= 1,2,...,p) (27.1)
dt J (B) g¢

(4
k

dy . . dx

(a)i J _ _
—_— {ik} Y(a)j — =0 (a = 1,2,...,8). (27.2)
dt dt

Estabelecemos agora o invariante | Jdu scguinte forma:

U]...Us Ty I Tn

1= An...rp x(l)x(Z)"°x(p)Y(1)uly(2)uz"'Y(s)us :

temos que a derivada deste invariante com respeito a t & também um

invisy iante
dl d Uj...Ug Ty T

—e— X1x¢ ... XPy vy LY )
dt dt 1P () (2 () My, Qu, (s

cfetundo @ derivada nos termos dentro dos parénteses ¢ trocando

os indices mudos convenientemente, tcemos



ll ¢ s sl
S an s
IT,{ SX X Y.LV [ o R N
(nm () (1, AT 1
U, .eo.ll ku ....u
3 ] a-1 ] S Y, d‘n
+ T A {7} S0—
a=] 11...1‘]‘ kn’ Jt

P U, enell
. | s g A
=] Tloo-T‘,'_lp. r“"l...r'){rﬂll}m—- [

e . . . -
' Deduzimos da lei do quociente que a cxpressiao cntre

parenteses do scgundo membro desta cquagao ¢ um tensor que chama-

‘] ...u
mos derivada intrinseca e designamos por nArl rs /dt. Deduzi-
]'.l p
mos imediatamente que
u ...u u ...U
DA ! s aArl i < u,...u Kn «elluy
dt gt n Kn
X a=1 TyeeoT,
p
p u OOOU
-z Ar] rs AT, ..t { * }
B=1 "1°°*"B-1""6+1""""prn’ )} °

g

A expressao entre colchetes ¢ un tensor, que designa-

| P
ll u

mos por Ar r ¢ que chamamos derivada covariante.
10.‘

p"



28. - Tensor de Riewmann - Christoffel

Iremos apora analisar o problema Jda comutatividade em
relagao i diferenciacio covariante.  Iniciaremos atraves da deriva

da covariante dum vetor covariante arbitrario Aj‘ bele,

Mi 5
Aj;ll = -a—;l" - [”\,AV .
Fazendo outra derivacio covariante sobre csta ex-
pressao obtemos
) l }
=2 A - A A,
Ajinp® 3xp Bjon) { v np Moo
A, L A 3A
== - ) —T”l A ap {J jp} —
n
L X Bx 9X
.k g M ek
+ {0} {, JA {l-—-i {}{ ]l\ .
Calculanos . . S & so 1
alculamos AJ np ¢ calcularmos "\j-,pn’ que e so trocar oS 1n
dices e mudando convenientemente os indices mudos ¢ fizermos a
diferenca entre A, . ‘
" janp e AJ:pn obtemos

3 (%@ Py b (S (RS
A A,
jiop-"3pn {axn{Jp} b st ip)” s/ in

Como o vetor Al e arbitrario, concluimos utilizando a lei do quocien-

te que a expressao entre colchetes & um tensor misto de quarta or



dem, de primeira ordem contravariante ¢ terceira ordem covariante.

Usames 2 notacao

A N LA U T - Sy

imp T jp L ‘n"l Fip ps in ° (28.1)
jip T S e T T s

L
R.
np
Ricmann - Christoffel, cendo constituido exclnsivamente pelo tep

¢ um tensar de gquarta ordem, chamado tensor de

sor fundamental p e suas derivadas ate a scepunda ordem inclu-

ij
sive. Este tensor independe da cescolha do vetor A,. Com a no-
tacho vista acima podemos utilizar o tensor de Riemaun -Christof-

fel para escrever o duplo rotacional covariante do veoor,

A (28.2)

Quando o tensor de Riemann-Christofcll é identica -

mente nulo, temos a condicdo necessaria ¢ suficiente para

podermos dizer que a derivagio covariante dc todos os vetores

seja comutativa.

Observamos tamhem que

L 2 (28.3)
RY = -R.
np RJPn

Isto significa que o tensor R§np € antisimétrico em relacao aos

sub-indices p e n.

29. - Tenhsor tovariante Jde Curvatura

Introduziremos agora uma grandeza quc iremos definir
em fungao do tensor fundamental e do tensor de Ricmann-Christof -

fel,que & dadu por
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Lop
Rejnp = BroRinp . (20.1)

Esta prandeza, nos a chimmos tensor covirrtant e e cnrvatora, fxnressarems

esta grandeza em fungao dos simbolos de Christoffet  da seguinte

forma:
'}
_ 9 _ g
Rejmp = 3 e "’{Jl‘} R,JT et =5 [y G 1
oL S L Sy s
» Tr {jn) ) {ns} 'jpl Fry, {w:s] {JII]
axl

Esta equacio se rcduz a

1 _ _9 L
Rrjnp a [Jp r a‘p [jn.r] + {jn) [rp,!l]e,

3
-{Jp} [rn,2] .

Com a ajuda das equagoes (17.3) e (17.4) ¢ com a utilizacao das e

quagoes (17.1) e (17.2) podemos obter o scpuinte expressio:

28 2R 2L
Rr,n = %. (L_I:B _l_ °°rn _,_JE ) + P [Jn.S] [rp't]«f
Jnp axJax" axTaxP ax-' axP ax’ "

- [jDvS] [mvt] ) . 29.2

O tensor curvatura dado desta forma ¢ muito importante. Desta pode-

mos deduzir imediatamente uas simetrias
R . =-R-

rnp Jjrap,

R_. ==R_. F

rinp rjpn, 29.3

R

rinp Rnnrj ,



¢ tambem a wdentidade circular de Rianchi

R . 4+ R v RO =) (29.4)
rjynp rapj rpjn

Levando em conta o comportamento do tensor curvatura em relagiio as
cquagoes (29.3) ¢ (29.4) podcemos afirmar que o tensor curvatura tom

no maximo (1/12) NZ(NZ-I) componentes distintos ¢ diferentes de zero.

30. - Tensor de Ricci. Invariante de Curvatura

A primeira vista nensamos haver tres modos diferen
tes de contrair o tensor de Riemann -Christoffel. Entretanto um desses mo
dos seria R‘ mp-glsksmp-o yporque Rstnp e antissimetrico em s e £. Vemos por
(28.3) que lent' -le m.Daqui s0 devemos levar em conta a contracao dada por

Y R T
Rjn Rjnﬂ. R stnz . (30.1)
O tensor resultante desta contragao ¢ © tensor de Ricci. Ao

contrair fe p na equagao (28.1) e ao substituir por (17.6) encontra
mos que
) L s S 9

(30.2)

Com ests equagao podemos ver que R, =R ..i.c., o tensor de Ricei 6

jn nj
siméf{ig.

Faremos agora uma contragao no temnsor de Ricci da
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sepuinte formn

n .
= p- . . 0.3
R [ R_I n (20.3)

Obtemos o R que € o invariante de curvatura.

Um espago no gual Rii - IRy, o todos os pontos, on
de 1 ¢ um invariante, ¢ um espaco de Einstein. A multipli-
cagao interna por Rjj mostra que R=XI. Assim, para um cspago de

Einstcin temos quc

(30.4)

31. - ldentidadc Diferencial de Bianchi

Scja um sistema dc coordenadas geodésicas que escolher
mos. Ao referirmos a (28.1) teremos, por diferenciagio covarian
te, que

« 2 .
AU, S G |3 R LS

R S = _ {Z —_——
Inp -¥ ax’ Jnp axTax® IP axPax™ P
no polo. O intercambio ciclico de n, p e r nos dia outras duas ¢

quagoes. Obtemos pela adigao que

L L 2
R- + . + . = i 3 . ‘
jnp;r RJPT;“ RJT";P 0 (31.1)
ista € uma cquagao tensorial vilida no polo dc wum sistems de coor-
denadas geodésicas. Assim também valc para todo sistema de co
ordenadas naquele polo. Podemos também escolher qualquer ponto
como polo dum sistema de coordenadas geodésicas. Portanto, a e-

quagiao (31.1) ¢ valida cm todos os pontos do espaco. A multipli
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cagao interna por i da ddent idade de Rianchi Ja

ijnp-.r ! Rm_ipr-,n * ijl'll',p = 9. (31.2)
0 tensor de Einstecin se define por
i ig ] i
e = c 2™ = (6. L] 3]-3
(J g RJ! 3 I i ( )
< s - . . Comp B -
A multiplicacgao interna de (31.2) por ¢ *¢’ ¢ a aplicagao de
(30.1), (30.3) e (29.3) nos da a cquagio
.. - g - - .
Rip = @Ry - e TRy =0, (31.4)
que podemos escrever
= 207
R;r 2 Rjr;n
Por derivagao covariante da (31.3) obtemos
1 = it 2 ) 1 _ i _ )
G jei R Rj!;i 2 R. 6) k RJE,l P R,x ’
Dai,
G:.l = 0 (31.5)
jii ) )

ista equag3do € muito importante na teoria da relatividade, onde

originard uma lei de conservagio covariante.



32. = Curvatura de Riemann

. . i i
De dois vetores quaisguer A° ¢ B pam ponto dum VN

podcemos construir o invariante R

Yo, P N .
. ATRIKY . Consideremos o :
rJ"pl\ Rl nisiderem UTHE

., . i i .
acontecc s¢ substituirmos os vetores A ¢ B pelas duns combinag -

¢ocs lincares

x! = nte Bt . Y' =pAt 4!

onde X, ¥, p e 1 sio invariantes. Wtilizando as cquacoes (29.3) e

mais alguns cidlculos diretos demonst ramos que

ATAMI P

Pyt IyPe (Arepn)?
X'X°yY’'y (At-pp) Rrjnp

R_.
rynp

Assim, a expressao RrjnpArA"Bij, que ¢ um invariante com respei-
to a transformagdes de coordenadas, e €quase um invariante em trans
formagoes lineares de vetores. Para obtermos uma expressao que seja
também invariante em transformacoes lineares de vetores, calcule-
mos

ny?
- frpfjn) xTyylyP=

(grngjp jn

ON B OAPB") (oA vih ) (APwrs) +

OA ) (AP 1) 0 b)) (s )y =

2 2 2 2

2
(€A A% + epu® 8% + 20 coso AB) (CApZ A aep 2

B™ +

+

2pt cos® AB) +

(eApr2+ c,ut B2 + [11+Bu]cose '\B)2 =

B



(At - up)2 ((-‘A ('H - coszn)'\zllz =

(1]

oo ) ATARRIP

(At - up) lgr"g“,’ Eep®in

- - i i
0 ¢ o anpulo cntre os vetores A™ ¢ B,

Deduzimos que

TN, i,P
R r\ A B : “
K = _rinp (32.1)

. A NI
("rn*'jp grp*'jn)l‘ ATBB

€ um invariante que nao sera alterado num ponto quando os dois ve-
to}es que o determinam sao substituidos por qualquer combinagao 1i
near. Este invariante se denomina curvatura de Riemann do espago
VN associado aos vetores Ai e Bi. Motemos que o denominador de K
¢ a unidade sc oS vyetores Al e sao vetores unitarios e ortogo -

nais.

33. - Espago Flano

Dizemos que um espago ¢ plano quando K = 0 em todos
os pontos. De (32.1) temos guec a combinagao necessaria e suficien

€

ATAPBIpP- ¢

Ry jnp

i i
para todos os vetores A° ¢ B~ . Levando-se em conta as simctrias

em A ¢ B! concluimos que

Rrjnp ' anrp * Rnprj Y Rrpnj =0,
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significando que

krjnp * Rrpn_i
trocando j§ ¢ n cncontramos

=

R . + R .
rnjp rpan

multiplicando esta cquagio por dois ¢ somando a anterior obtemos

2 =
Zanjp * 'Rrpjn * Rrjnp * "rpnj 0.
que pode scr reescrita da seguinte forma:
3anjp * anpj * Rrpjn * Rrjnp =0.

Esta equagao pode ser reduzidz utilizando a (29.4), a sepuinte i-

zualdade:

anjp = 0.

Reciprocamente, se R = 0, podemos dicer que K = 0. Temos, en

™njp
t3o qre a condigao neccssaria e suficiente para que um espago VN
seja plano & que o tensor dec Riemann -Christoffel seja identica -

mente nulo.

34. -~ Espago de Curvatura Constantc

Analisaremos agora espagos nos quais a curvatura de
Riemann em qualquer ponto nao depende da escolha dos vetores con-

. i i - - - .
travariantes A e B,  Da equagao (32.1) a condigao necessaria e sufi
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Ciente ¢ que

_ ran, b, n
) "r_inp’ AATEE n

(x (Brafip = Prpfin

para todos os vectores A’ ¢ r'. um cilculo similar ao da secin

antcrior demonstrara que csta condicio sc rcduz a

Rejnp = X (Repfjp = Rrpfjn)

onde K ¢ uma funcio Jdas coordcnadas x’

A Jdiferenciagao covarjante da cxpressao acima  nos

Rejnpit = Xt (Brn@jp Brpfin) -

Substituindo estc resultado na identidadce de Bianchi

(31.2) teremos
K;r(grngjp-glvgjn) ' K:n(g-pgjr-g‘rsz) *
* Ko (BayBjn = Bundip = 0 .

A multiplicacao por g'"gjp da

(N-l)(N-Z)K;r =0 .

Daqui, se N>2 concluimos que K € uma constante. Tal VN (N>2) se

chamara um espago de curvatura constante.



35. -Conexdo Afim Assimétrica

Também denominada conexido lincar assimétrica. Ma di
versas maneiras peclas quais nos a nodemos introduzir. Talvez a
mais elcgante seja aquela que conecta dirctamente a questao as te

orias de "Gauge', a saber
8. » D. = 7 (35.1)

0 operador ai € um vetor apenas quando age sobre um
escalar, na teoria metrica. De que muncira o nodemos generalizar ?

A forma mais espontanea e

k k _ k k m
2;0° » Do = 36" + T, (35.2)

[V

ondc agora r?m sao funcoes arbitrarias cuja lei de transforma -
¢do sera induzida pela copdigao de tensorialidade que impomos a
Di¢k - que deve se comportar como um tensor de scgunda ordem, mis
to. A regra de transformagio & a mesma lei inomogenea ja conheci

da para os simbolos de Christoffel,
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-k ; 2-k
oo alad e R adad 35.3)
oot axt el Wl ax! adm

Apenas aqui devemos ter cuidado com a assimetria dos indices infe
riores nas T's. Aqui, tambom, as I''s sio definidas localmente,e
por meio da superposigio de sistemas coordenados estendidas por

sobre toda a variedade diferencial.,

0 tensor curvatura tem a mesma (¢ clepantel) defini

¢ao aqui,
k m k
RE.. ™= p%ﬁ nj]¢ (35.4)

Esta & uma teoria puramente afim, isto ¢, ela pres-
cinde de uma métrica, que se introduzida precisara ser de alguma
maneira relacionada a conexao afim I'. De modo geral, isto se faz

assim: a conexao T € obtida da forma abaixo:

r}k = {5,) Agk ’ B;k , (35.5)
onde

A;k ) Aij’
¢ quc

LSt

JK "k
Esta & a forma mais geral possivel, combinando-se uma teoria mé-
trica (associada aos {;h}) com uma teoria afim (as TI''s). Tradi-

cionalmente os fisicos postam de interpretar de alguma maneira

("praxce de Pauli") os campos extra acima, como A e B .
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i . - . B I
9 tensor de Riemann € agora delinido, sendo —see—p 0 =0 0 T. 0 Comn
NNl m ik
[ ]
i 1. s

1 . oS .
R kljm - 'v.kljm‘ lsm' ik oo

N ]
jkm © nm'jk -

Dois casos particularcs devem ser destacados neste

ponto. No primciro, teremos a teoria de Einstein - Cartan, onde

ik = 'jk
(35.0)
_ i ¥
”mgin - 0 ) k-’k - - k kJ .
No segundo caso, tcmos a “"transformagao A":
=i _ i i
A propriedade que a distingue e
=i i i i
no  caso em que A = 3 A, para alguma funcdo A (ou no

caso mais geral em que A & l-cociclo),teremos que

i _ i '
Rjkm Rjkm ’ (35.9)
ou seja, a curvatura e copiada. Isto ocorre, portanto, com

qualquer afinidade de Christoffel, por exemplo. Neste caso, no
entanto, o campo A(ou Am) é interpretado como a representagao de
de um grupo de transformagoes agindo sobre a afinidade. O que &

uma possibilidade diversa da nrcvista nelo criterio de Pauli.



3b. - Relacao as Teorias de Gaupe

Localmente definimos transformacoes de coordenadas

nao-holonomas, quc manciam velores sobre vetores "niao-holonomos',

k k h N b m

¢ - (" = " (3‘)' l)

Aqui impomos as transformagoes h uma condigiio de

ortogonalidadc (ou de pscudo-ortogonalidade),

¢ +M * MK 30.2,
ng hmht - MK ( )

MK

onde g € uma matriz diagonal com :1 na diagonal princinal(de mo

g

do geral, a assinatura de ﬁMk € cscolhida de forma a coincidir com

a de gmk).

- - - m - »
Ha relagoes analogas raferentes a hy, ¢ similares:

m
bybnk = MKk .

mM_n

Podemos entao definir um objeto nao-holonomo

ol = hﬁ¢k . (36.4)

E, se Jefinirmos

A _.n . m,A n A
podemos definir o vetor coluna ¢= (¢A) e a matriz Fi = (Tﬁ)i, em

tudo formalmente analogo os objetos de uma teoria de Gauge, onde
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a derivada covariamte ¢

Yo = Do+ T
]]4,) . i «,n _ltl)

A ]
¢ a curvatura

Rijcp = ["i' ni]cp

Aqui um immortantc resultado é&:

i i A i A A
K ik':h/\k ik = hA { “jhk - Il'\hj )

ou seja,a contor¢io depende  diretamente deste objeto h - que na lin
guagem classica, tradicional, se denomina "tetrada ", e que na

linguagem de geomectria difercncial tem o nome de "forma de solda-

gem'',
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CAPTTULO 1]

CRL.CULO TENSORIAIL INTRINSECO

37. = Conceitos Fundamentais
i

Com csta scgao descjamos passar da notacgiao ¢ dos
conceitos clissicos das scgOcs anteriores para uma notagao ¢ con
ceituagao mais moderna. A difcrenga cntre um ¢ outro tratamento
se'd5 em dois aspectos: em primciro lugar, os conceitos deixam
de ser definidos com respcito a um dado sistema de coordenadas ,
e o sao dc moado intrinseco. Em scgundo lugar, podcmos aqui discu-
tir questoes globais, isto &, questocs que se rcferem a estrutu-
ra toda do espago-tempo, em lugar de nos limitarmos a uma discus
sdo de problemas locais, ou seja, fenomcnos que ocorrem no domi-
nio de um sistema de coordenadas e valem apenas localmente, de
modo geral podem ser melhor compreendidos nesta visao alternati-

vu.

0 conceito basico € o de variedade diferencial. Es

te conceito torna preciso o significado algo vago de nossos obje
tos Vy, My e analogos, nas segodes precedentes. L o que € uma va-

riedade diferencial? Ela € uma estrutura em tres niveis:

- E, em primeiro lugar, um conjunto de pontos, que



desipnamos por M,

- Em scpundo lugar, ¢ um conjunto com umi topolopi
a 1 de Mausdorff, ou scja, dados dois pontos x, x'¢ M, existem
dois abertos A ¢ A’ sem pontos em comum (APA'=0) tals que xe A ¢
x'el'.

- km tercciro lugar, este espago topologico de

lausdorff (M,1) possui uma cstrutura difcrenciavel:

1) Existe sempre uma familia de abertos V. €M, j=
1,2,3,... (isto ¢, uma familia contivel) o qual associamos fun -

¢oes diferencidveis h,, dadas por:

, n fixo,

e sendo os hi difeomorfismos,isto &, funcoes com inverso e com

inverso diferenciavel. O nimero n serd a dimensdo topologica

. -1 - . .
da variedade, e hi transpora para sobre a variedade um siste-

ma dec coordenadas de Rn.

2) As mudangas de coordenadas h;l o hj, Viﬂij o,

sao também difeomorfismos.

As figuras ilustram o conccito:

1 - um conjunto de pontos



2 - um sistema de

coordenadas

/
).
ll

3 - mudangas dc coor

dcnadas

|

R

“ . '

r ..,".’I.' I","" h" .0 h.
"'.'/[M 1 )
S

~

Com isto tornamos prcciso o concecito dec variedade

diferenciavel. £ um conjunto de pontos com uma topologia, isto §&,

uma regra com a qual podemos definir limites, e coberto este con

junto por sistemas coordenados, que lhes dioc o que se chama

cstrutura diferencidvel. Deve-se notar que os tres niveis sdo in

dependentes, isto &, podemos dotar uma mesma variedade topologi-

ca com estruturas diferenciaveis nao cquivalentes.

0 proximo conceito € o de subvariedade,

Uma subvg

riedade (essencialmente, um "subospaco’) pode ser definida de du

as formas: a definigido direta é:

- A subvariedade N € M & um subconjunto de M.
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- A subvaricdade N ¢ wums variedade diferenciavel.

- A estrutura Jde varicdade diferenciavel doe N e a-

quela herdada de M, ou scja, ¢ oa estryutura Je M orestrita a N,

Outra forma de definirmos o que scja uma subvarie-
dade € atraves de uma técenica indireta, on seja, como a cont ra- i-

- ————

magem de uma fungiio diferenciivel. Vamos dizer o que vem a ser

isto: scja f:MsR uma funcgio diferenciiavel definida em M. Entao

teremos o scguinte:

- para r cnhf-l(r)chi ¢ uma subvaricdade diferen-

ciavel mergulhada cm M.

"Mcrgulhada™ significa: sua estrutura diferencia -
vel foi herdada da estrutura diferencidvel de M, como na defini-
¢ao precedente. Esta nova dcfinicdo cxige uma prova, que € dada
(em resumo), f'l(m-r) ¢ um conjunto aberto e denso em M( donde
f'l(r)cM scr fechado e nunca denso). Em seguida aplicamos um teo
Tema classico de anilise, o tecorema da fungdo implicita, para mos
trarmos guc f'l(r)CM possui sistcmas coordcnados cuja estrutura

¢ herdada da estrutura de M.

Em resumo: fungdo diferenciidvel definida em varie-

dade significa sempre subvaricdade.

Agora veremos o caso inverso: vamos considerar apli

cagoes de um intervalo I€ R na variedade M. Estas sao as curvas:

- Uma curva € uma aplicagdo diferencidvel g:I-+M,



ard que usaremos o conceito de carva?  Para yue

possamos definivr, de mancira intrinseca, o conteito de vetor tan-

gente o curva. Como se Far isso?  Da scpuinte mancira: se te
designar a variivel que percorre o intervalo 1, definimos a derj
vada dc g no ponto x,=p(tg) da scpuinte manciras

Rty = (90

Xo

Ora, que ¢ um vetor tangentce a uma curva? [ oa de-
rivada desta curva. Mas, num dado ponto, muitas curvas poderao
tcr o mesmo vetor tangente. Basta quc tenham ali a mesma deriva-

da. Definimos cntao o vetor tangente:

- Vetor tangente -num ponto xoeM € o0 conjunto de to
das as curvas que passam por X, cujas derivadas coincidem neste

ponto.

O vetor tangente €, assim, uma classe de equivalen
cia. E o conjunto de todas as curvas por um mesmo ponto, modulo
a igualdade de suas derivadas naquele ponto. Ainda estamos, aqui,
bem distante da definigdo classica. Mas chcgamos a ela com rapi-
dez. Se escolhermos um sistema de coordenadas num dado ponto, a

derivada de uma curva € expressa por

d l dxi og
at N R S (37.1)
t), - t i X
t to ax X, o

_No caso de um vetor tangente a uma coordenada x? |

tecremos



Ora, para representarmos as classes de equivalencia de fungoes

identificaremos o vetor X de (3701 o um operador diferencial

Cdx! l 7) Al g

' s .

o ax’

E facil constatar que vetores tangentes  ou operadores dife -
renciais formam cspacos vetoriais isomorfos. K desta identjifica-

¢do tiramos um importante resultado:

Proposigac: Scja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Os
n vetores lincarmentc independente X, siao tangentes, cada um, a
linhas coordcnadas x! se ¢, somente sc [Xi, xi] = 0 pa regiao

coordenada.

Prova (em resumo): A necessidade € imediata, pois

3 3
—_—, —— = 0 .
[ax‘ axJ]

A suficiéncia também, pois o que se deseja de um sistema coorde-
nado ¢ que as coordenadas scjam independentes umas das outras,is

to ¢, que umas variem sem depender das outras. Ora,

(x,. xj] = in Xj = -l X; =0 .

Onde L designa a "derivada de Lic", ¢ mostra quec o

"arrasto' de Xi por Xj (e vice-versa) nao altera um e outro.

A generalizagdo deste resultado ¢ dada pelo Teore-
ma de Frobenius, uma de cujas versbes sc utiliza mais adiante nes

te trabalho, 0 Teorema de Frobenius, em sua esséncia, di as con-
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digoes necessarias ¢ suficientes para que um campo dJde K vetores
lincarmente independentes, numa varicdade de dimensao K, sc-

ja tangente a uma subvarvicdade K-dimensional daqucla varicdade.

E os vetores cotangentes (ou "covetores™ | cm opo-
sigiio aos "contravetores', que $a0 os vetores tangentes), como
defini-los dc mancira intrinseca? A tcenica € similar. Seja u-
ma fungao {f:UC R, onde U ¢ um ahcrto. lim covetor, ou vetor co-
tangente, num ponto dc M, € a classc de cquivalencia de todas as
fungoes f,g...., tais que sua diferencial (df)xo no ponto xo € U
coincide. Temos, assim, que da mesma forma quc oS contravetores
sao classes de equivalencias de curva cuja derivada coincide num
dado ponto, os covetores sao classes de equivaléncia de fungoes

cujas diferenciais coincidem no mesmo ponto.

Em coordenadas locais, o covetor ¢ dado por

ou scja, ¢ uma 1-forma, uma forma diferencial do primeiro grau.

Isto sugere parearmos as bases (locais) de contra e covetores ,

pelo ""produto escalar"”

<—-a-.-, dxj.‘- = 6,
] 1

ox

de modo que a derivada de uma fungdo, segundo uma curva g, é da-

da por

f " wn
mv lg= '-“,f-’ = <Xg, Jdf> ’



ou scja, o produto escalar da curva pela fungao.

A vantapem destas delinigoes, até o momento, ¢ sua
clegancia. Sao definig¢oes intrinsecas, ¢ av s¢ constjuirem os
objctos vomo classces de cquivalencia, sepue-se uma tradigao  da
matemit ica, inaupurada no scculo passado, en que (com hedekind)
numcros rcais sao definidos como sendo certes classes Jde numeros

racionais.

Um ponto final, nesta segao, deve ser a discussao
de um primeiro rcsultado global, o Tcorecma ¢ o scguinte: no espa
co a tres dimensocs, podemos construir uma esfcra (uma variedade
bidimensional) como uma subvaricdade "dentro"” do espago. Sera que
toda variedade pode ser mcrgulhada (num sentido coloquial) den -
tro dc¢ um espago euclidiano? Qual a rclagao cntre as dimensoes
de um e outro? A resposta esta dada no scguinte tcorema de llas-

sler Whitney, publicado em 1936:

Proposigao: Dada uma variedade M" de dimensdo n, existe um mer-
gulho otimo £:Mg2 T,

1sto quer dizer: M" € difcomorfo a uma subvarieda-
de de RZ"*I. O limite dimensional (2n+1) ¢ um valor é6timo para
o caso geral. Lm situagOes espccificas (como no caso da esfera
no espago tridimensional) pode scr melhorado. Também, se impuser
mos outras estruturas (ou outras condigocs) sobre Mn, esta dimen

sao do espago euclidiano pode aumentar. Por cxemplo, se exigir -

mos que o mergulho seja isométrico (preservando angulos e distan
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cias) ou scm nos (scm que 2 varicdade merguthada piassc por Jen -
tro de si mesma, ainda que evizando auto-interseqoer). A demons

tracao complcta Jo tcorema csta o livio de Auslander ¢ Mokensic, m
Bibliografia.

Resumo da Prova: lla varias  provas para o Tcorema do Mergulho

dc Whitney. A idéia basica € a seguinte: triangulamns a varicda-
de M" (ou scja, nés a decompomos c¢m scu  “esqueleto”, hipertetra
edros clementarcs chamados simplices). Com esta triangulagao,ob
tem-sc um objeto denominado "complexo homologico” - essencialmen
tc os simplices, como tijolos, juntos formando o arcabougo da va
riedade. Ora, os simplices podem scr rceprescntados por objetos

num dado espaco linear. A dimensio deste espaco é a mcnor dimen-
sao na qual todas as coisas cnvolvidas sao lincarmente indepen -
dentes., Mostra-se que, no caso geral, esta dimensao € 2n+1. Sa-

bido isto, montamos dentro dc R2n+l

nosso complexo - o esqueleto
de M. E feita esta montagem, "arredondamos’ os cantos do com-
plexc, obtendo a variedade diferenciavel. O arredondamento (a in
trodugao da diferenciabilidade) pode ser fcita usando-se as cha-

madas "partigoes de unidade”.

Em resumo: demonstramos a variedade "fora'" do espa

¢o euclidiano e remontamos neste espago.
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32, On Fibrados Tangente ¢ Cotanpgent e
O objetivo deste tratamento para a geometria das va
ricdades ¢ obter resultados phabais. Pois, focalmente, r1o0da varice
dade ¢ um espage cuclidemo;  as diferengas surgem apenas no caso
global (no entanto, o conceitoe de "local” pode ser altamente com-
plexo: veja-se o desenbo, onde de um anulo  obtemos outro anulo,
mas com uma geomctria tio complicada que cada um de scus pontos

fica tao perto quanto se descje de um ponto do buraco central),

di feomorfismo
dif comorf ismo
1f
a "lll‘lllll"

0 significado destas patologias, para a (isica, ¢ ainda desconhe-

cido, embora estruturas fractais deste tipo venham tendo amplo em
prego em diversas areas das ciéncias naturais c¢ sociais. Aqui ob-
servemos que localmente (i.e., sobre um dominio cuja topologia €
trivial - o que ¢ uma condigdo suficiente, mas nao necessaria), po
demos sempre coordenar o espago tangente da seguinte maneira:

AY,

us= (x" , onde u € T.M., ¢ um ponto do espago tangente -fi
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brado tamgente - sobre a variedade M, ¢ ¢ coordenado pelo valor
das coordenadas de x € M ¢ pelas componentes do vetor A que nele
definirmes., Mudando-sc o sistema de coordenadas, fazcemos uma
transformagio (em geral) nao Jinear sobre x, ¢ uma tronsformagao
lincar, induzida, dado pelo Jacobiano da transformagio sobre x,
que age em A, Em cada ponto x, o espago de todos 05 A € isomorla
a R”, ondc n=dim M. Podemos definir uma aplicagio obviamente con

tinua

n: T.M > M, 1(u) = x

cujo inverso n'](x)

R". A este inverso denominamos fibra so-
bre x. Em cada fibra age uma rcprescntagao de GL(n, R) induzida
pelos jacobianos dés transformagocs de coordenadas (uma transfor
magao para cada jacobiano). Assim sendo, tcmos o objcto que se

denomina fibrado tangente:

Uma variedade M, chamada base;

Uma aplicagdao continua n: T.M + M, denominada pro

jegao;

A fibra, n 1(x) = R";

0 grupo de transformagdes, GL(n, R) ou um seu sub

grupo.

Esta Gltima observagdo deve-se ao seguinte: sobre R", por exem -
plo, temos um Unico sistema de coordenadas possivel; o fibrado

| n fod n -~ . 3 -

T.R" =R x Rn, e o grupo reduz-se a identidade, 1. Também, se G

¢ um grupo de Lie, um grupo onde dcfinimos uma estrutura diferen




ciivel, 1.6 2 Gxk™, onde n = dim G.

0 fibrado cotanpgente define-se da mesma mancira

¢ como a transformagio que age sobre os covetores ¢ inversa da
que age sobre os vetores, hi um obvio isomorfismo cntre T°M,o0 fi
brado cotangente, ¢ T.M, o fibrado tanpente. Notemos, no centanto,
quc este isomorfismo, dades apenas um c outro objctos, nio ¢ ini

co. Quando fixamos um ismorfismo possivel,
g : T.M > T°M,

pareamos um vetor A € T.M a um covetor B € T*M. Este pareamento
pode ser dado por meic de uma transformagao lincar g:T.M -»T°M,in

versivel, que Jenominamos tensor métrico ou métrica, Lm geral se

impoc, também, a condigao gT = g, quc amarra a simetria de g.

g pode ser, tambcm, considerado como uma forma qua
dratica., Dois vetores, A e A’, tais que g(A, A') = 0, sao chama-
dos g-ortogonais, Ora,  nabido que R" pode scr gerada apenas pe
los vetores g-ortogonais (uplique o mctodo de Graham-Schmidt!) .
Assim sendo, podemos restri:.ir as transformagdes de GL(n, R) pa
ra aquelas O(f) - as g-ortogonais, i.e., que preservam g:0g0'1=g,

0 e0(g). Sao estas as transformacoes de Lorentz generalizadas,

com "2ssinatura’ qualquer. Os conceitos usuais ( vetores tipo

tempo, tipo espago e tipo luz) se estendem com naturalidade.

Esra operagdo, quc reduz o grupo de Gl. para 0(g) €

chamada redugao s grupo fibrado médul, g. Ha um isomorfismo en -




tre as redugoes possiveis ¢ os diferentes valores de g

39. 0 Conceito de Conexao

AtC o momento, num ccrto sentido, as fibras num cs
pago fibrado sido disjuntas, i.c., nio temos uma regra pela  qual
podemos passar de uma fibra para a outra, ponto a4 ponto, ou scja,
uma regra (ue, dado um ponto u ¢ F, wama fibra, nos fixe um sO pon

to u' ¢ F' (possivelmentc com algumas outras condigocs).

Uma possibilidade seria a scguinte: dado o ponto x
na base com fibra sobre ele F(x), ligucmos.(por um caminho arbi-
trario) este ponto Xx a um ponto x', com fibra F(x'). Fixcmos u
ma regra pela qual, ao caminho que junta x a x', corresponda
um Unico caminho para cada ponto u € F(x) até um dado u' € F(x').
A possibilidade que sc escolhc € a seguintc: construimos uma for

ma linear w(x) que age no segundo {ibrado tangente T.T.M, i.e.,

no espago tangente ao fibrado tangente T.M (tomado aqui como ba-
sc¢). Esta forma linear aplica o espago tangente a fibra sobre si
mesmo, e se anula num outro espaco, de dimensdo igual a base.

Mais ainda, cla & equivariante, j.c,, comuta com as transforma -

¢oes induzidas pelo grupo de transformagio.

lift v ) u'




0.
0 algomento da curva y se faz da seguinte mancira: esta curva de
fine, univocamente, scu vetor tangente X(y) em cidda ponto. Impo-
nhamos a condigao que a curva algada 1ift (y) tenha um vetor tan
gente Xh cm cada ponto tal que w(Xh) = 0. Aos vetores que satjis-

fazem a esta condigao denominamos vetores horizontais.

Im componcntes, temos o scpuinte: o vetor tangente

a curva € dado por

(=9

= u 1 . [4 . .
It X Bu + 2 ai . 1 1ndicec na fibra.

Se colocarmos uma proporcionalidade c¢ntrc o vetor tangente (par-

te vertical) e o vetor tangente a basc,

ficamos com

onde

D =3 -1t zi3
w TP Ty Y

Uma basc horizontal-vertical para o scgundo fibrado tangente &,

assim, dada por:

U
(x ’ Duv ai) .
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A partir daji, o calvulo das componentes da forma @

¢ imcdiato.

40. O Conceito de Curvatura

Que ocorre SC a curva y ¢ oum loop fechado? A fi -
bra F se transformard cm si mesma, ¢ o cspago dos loops possiveis
induzira um grupo dc¢ transformagocs da fibra sobre si mesma, Es-

te grupo chama-sc grupo de¢_holonomja. A respeito dele, prova-se

o seguinte:

- 0 grupo dec holonomia ¢, no maximo, GL(n,R), para
0 caso que estamos considerando;
- Na ausencia de copias, o grupo de holonomia & ge

rado pelos valores do seguinte objeto,
= h Jhy _ .
Q= do(X",Y") = ;) Du(X,¥), X,Y € T.T.M,

Jenominado curvatura associado a concxio w. Lsta curvatura ¢,
no caso geral, o campo de gaugc, conhecido das Teorias Classicas

de Campo.

A relagdo de estrutura de Cartan nos da o seguinte:

f= dw + % (w-w] .

0 que, em componentes, é o mesmo resultado classico,



W .
vk v

Um importantce tcorema ¢ devido a Levi-Civita:
termina unicamente uma conexio lincar w.

2 tradicional.

A prova ¢ a mesma

72

ik

m\)k m“j

toda métrica g de

que



CAPTTULD 11

COPIAS GRAVITACIONAILS

1] - Introdugao

Passarcmos apora ao cstudo dc copias (1 ), onde u-
tilizarcmos toda a parte da Teoria Classica de Tensores ¢ a parte
Ja Geometria Moderna imtroduzidas mos capitulos anteriores. AlCm
disso com a abrangéncia da Algebra de Lic ¢ o estudo de Fibrados

possibilitamos a passagem ao cstudo que farcmos.

NOs mostrarcmos que a transformagao A abeliana de
Einstein pode ser generalizada naturalmentc para incluir uma gran

de classe de copias de campos de gauge c gravitacional.

42 - Uma Generalizagdo da Transformagdo A dec Einstein e CoOpias Gra

vitacionais

Einstein ( 2) aplicou a transformagao A no contex-
to de sua teoria de campo unificado: sc¢ '* & uma conexdo linear

- Bp
(generica), entdo sua leci de transformagio ¢ dada por

20 a [+
r GB 9.2,

Bp = FBP + p (42.1)

onde A & uma fungdo definida no espico-tampo. A equagdo (42.1) € cla
ramente uma transformagao de gauge abeliana que pode ser formula-

da como seguc em uma notacao mais compacta: sendo M um espago-tem
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po ¢ scnde L(M) seu fibrado referencial Jinear. Scodotarmos
L{M) com uma concexao afim linear ', a cquagao (42.1) torna

*

I =1 + dx.1 {42.2)

onde 1 € a identidade na algebra Lic lincar de grupo GL(4, R). kEn

- . . . a
tao notamos ( 3) que os tensores de Riemann ¢ Ricud RPuv ¢ Ru“

sdo mantidos invariantes sob a transformagiio ), i1sto ¢

a B s | .
Rg,, ) = R, () . (12.3)
RGB (r ) = RuB (r) . (42.4)

A transformagao ) ¢ uma transformagao de gauge,i.c.,

cla pode ser implementada via a agao de gauge induzida por
u(x) = exp[a(x).1] .

Contudo ¢l n@o ¢ induzida geralmentec por transformagio de coorde
nadas. Deste modo da origem a uma classe particular de copias co-

ordenadas dentro das teorias gravitacional de campos ( 4).

Mostramos aqui que uma simples goncralizagao da trans-
formagao i nos permite definir uma classe muior de copias de gau
gc ¢ gravitacional, as nominadas copias infinitesimais. Podemos
restringir nossa anidlise a sistemas fibrados, ja que a extensiao
de nossos resultados para o mais geral fibrado principal é imedi-

ata.

»
Sendo dadis duas conexdes ' e I para L(M); ssendo
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R = dr + 5 [r-r] (42.5)
a forma curvatura de . Dizemos que TI' e I sho comexbes copiadas
de R dado gue

R(F) = R (¥ ) (42.6)

que analogamente implica que I'' e ¥ deve satisfazer
do + % [o-0] + {r-0] =0 . (42.7)

onde

e=Tr-r1r . (42.8)

Se escrevermos T =T + % 0, a equagio (42.7) podec scr colocada de

uma forma mais clegante,
do + [T-0] =0 (42.9)

*
como uma condig¢ao necessaria ¢ suficiente que ' ¢ T como acima
Jd2 origem a mesma forma curvatura. Sc [0-0] = 0, a equagdo (42.9)

ou (42.7) torna
do + [r-0] =0 . (42.10)

Ambas (42.9) e (42.10) sao as bem conhecidas condigoes de integra
bilidadc. Uma condigdo aproximada suficientec que faz a equagao
(42,7) dentro da equagao (42.10) pode scr dada da seguinte forma:
supomos que r'-r = ¢0, onde €>0 ¢€?=0 ¢ uma constantc positiva
muito pequena. Lntido E; [0-0]2 0, ¢ a equagdo (42.10) ¢ vilida

somente para valo=es acima dec 0(c?).



0 Tcorema de Frobenius (5)

sojugoes para a cquagao (42.10): supomus que 0¥,

.76.

permite-nons classificar

a £ p, onde

p = dim GL(4, R), ¢ uma concxio de J-formas que resolve (42.10).

Quais condigocs impomos sobre I'?7 Podemos pensar da scguinte manel

ra: scndo k<p tal que todo o™=0, m>k. Assim podemos scparar (42.10)

Cl:

do* + (aar)? ~o® = 0,

1 <ask,

(Aar)} ~e® = 0

m>k .

(42.11)

(42.12)

A equagdo (42.11) satisfaz as condigdes de integra-

bilidade do Teorema de Frobenius, i.e., existe uma transformacgio

(possivel local) Ug(x), x € M (onde a dependéncia € restrita a ba

se de variedade devido a equivalencia de todos objetos involvidos)

tal que
a a ,.b
0" = Ub dg” . (42.13)
Sc levarmos em conta esta condigao para as equacgoes (42.11) e
(42,12) obtemos
[f~d8] s 0
(42.14)

‘AdF = U (admu + vl

em notagao matricial (Adr lembra-nos que os valores de I s3ao toma-
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dos atraveés da representacio adjunta da algebra de lie),

A transformagao U define uma nova  possibilidade lo

cal, gauge, ¢ nesta gauge a relagao entre ¢ T, com a condigao

_?
de "copia infinitesimal” I' - T

"

L0, pode ser escrita como

-. -

F =T + cdgg , (42.15)
provando quc

[F -ag] =0 . (42.10}

: onde B ¢ uma funcio , localmente definida ¢ ovaliada na algebra de
' Lie. E imediato que a equacao (42.15) gencraliza a transformagdo A
dada pcla equagido (42.2); é uma transformagao dc gauge abeliana
que mostra ser ela mesma compativel com a cstrutura de campos nao
abeliano na gauge particular dada por U; as equagoes (42.11 e 12)
apresentam as condigoes compativeis. Sobre estas condigoes as c-
quagoes (42.15 e 16) manteem os tensores de curvatura e Ricci inva

riantes na teoria de campos simctricos dec Einstcin,

Se estamos agora tratando com uma tco.ia de campo
de gauge geral, com uma dimensao finita, o grupo de¢ Lic semi sim-
ples como grupo de estrutura, podemos considerar duas situagoOes., A
transformagao niao coordenada pode induzir a cquugao (42.15), e ge-
ralmente, como ela & uma transformagio abeliana, nio pode ser im -
plementada como uma conseqUencia do grupo de estrutura ndo abelia-
no de fibrados, a menos que o grupo simltrico da teoria seja um
sub-grupo de Lie HeG, com o centralizador nao trivial de G, que de

nominamos K. Neste caso particular podemos escolher B assumindo
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valores dentro de K, de modo que a cquiagio (42.13) scja imediata -

mente satisfeita,

Como uma scgunda altcernitiva podemos cmbutir um se-
mi-simples G em um convenicnte grupo lincar geral GL(G). Neste ca
so a semi simplicidade nio ¢ levada em tonta dentro do grupo line-
ar embutido ¢ as transformagocs abeliana (42.2) ou (42.15) podem

ser imediatamente implementada no fibrado ampliado.
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SETLLKL AL KU OGNS CIM) NI INTTIE LTI TN 1t Apoato sy

A Generalization of Einstein's 2 Transformalion

amd Cravitationa) Copies (%),

F.ooA Deonaa

Intevsivecaplonary Rescaseh Poogran, Escwier e Conuniensn,
Unive rnivhacde Frderal do Ko oo Janegin
v, Pastewr, 206, 2200 B siv Jdawerre B, Bracil

Mo BEmpo pa Sivy and AL Fo burerape v Asvagag

,'l"ill’lll 0"' l'-I.-"D.l-'ll. “Itil'l"xiollllll‘ l‘Ol’t Ml’ m I.’n: r'r .Iol'n-;lon
C)aNa28 048 Lie de Juweire RV Lroil

{rivevote i1 5 Dicemdne 1958; maposerifte sevisionsto peevinto i1 28 Magne 10s4)

PACS, 0450, - Unified field Aheories and other theories of sravitation.

Kammary. - We show thet Einstem’s Abelun 7 ovpaedormation ean be peneralized
in erder to include o darge class of gravitational and gauge field copies.

Vans1EIs (1) applied the Zaemmsformation in the contexs of his unitied g theory :
if g oo (general) Iinear connection, thes s 2 tnolonn ik piven hy

m o Tat i,

where 2 i o spvetime-detimed fonetion. Vguation (1 s clearly an Adwlion gauge
tanstormation that can e formulated as Tollows in o mose compact notation: Jet M
be o spaee-titne and Jet LM) be its bundle of Yinear Sames. 1 we endow L) with
# Yimear athne conneetion 1, eq. (3) becomes

() '=r44:-1,

where ) ix the jdentity in the linear group's Lie alpebrs 4l g One then notices (3)
that the Riemann and Ricei 1ennors B, aml 1,y are Lept invariat undes i-trans.

*) Yartioly supporfed by CN1'g and FINE).

) A Eissreas and B KAVEMAK: Ann, Mot 40, incelony, 62, 326 (10505); A, FINSTEIN: Kelalivistic
thewrp of $he vonsgmmetree Yield, i The Mewniny ot Relulerity, Methaon, J967. A vepwion of the 2-trans.
fosmation war used by I Eyeavy in 3926 snd by 1. =rgasie an 131, Sce on this M. A, Toy-
NELAT L Les Dhévoes sinitiires d Vodectiomugnlivwe ol o Ju movitelivs (Gawtbier-Villars, Varis, 11€5),
». 285,

09
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fornmtions, that is
{3a) Koput 1'%} = HioplT),
1h) Eapll™y - Eaptl?).

The 72 trausformation i & gavge tGanklormation, that i it can e implemented
via the pesuge netion indueed by

wiz) expliz)-l).

Jlowwvor, it ix not in geners) indueed by eo-ordinate fraosionnntionn. §1 thus gives
zise 10 o particular class of co.ordinate copies within pravitational field theories (7).
‘We show bere that a slight peneralization of the z-transformation allows ux to define
o Jazger class of paupn and pravitational copien, the weealled infinitesimal copies.
We can restriet our analysix to fran bundles, since the extengion of onr resulis 10
mwore gencral principal fibrationk is immediate,
1f we are given the two connections 1" and 1°° for LIM). Jet

- {4) R P4 JIPAT)
be IMscurvature form. Wesay that I'and 7™ ase copied connections for K, provided that
(5) R(") = K(I*).

That equality jmnplies that I' and " musl saitafy

(Ga) 10 + 1167.0) - [F’AD) = 0,
where '

M we write '= I 4 §0, (6a) can he put into a nicer form,
M 40 4 [(FPAC) = 0

as & neressary and soflicient condition that J° and I"* as above give rine to the pame
eorvature form. 11 [0A6) = O, (7) (o7 (6a)) becomes

(8) 80 4+ [FA0) = 0.

Roth (7) and (8) are well-known integsability conditions. An approximste sufficient
condition that makes eg. (6a) into (8) can be given as follows: suppose ihat
I'*—7T = r0, where ¢> 0, 1= 0 ix 8 small positive constent. Then (c%/2)[0A0] ~= 0,
anil eq. (R) is valid up to ofe?).

The Frobening theorem (*) allows us to classify solutions for (8): suppose that #o

(") On thie mee P, 10, KRIVAKTAYA: Gauge and nungowpe curealurs lensvr copiss, Ppreprin® OBPF-NF-
oodrsz, Contro Brustleigo de Pesguinas Fisicas (Hio de Janeiro 22200, RJ, Brasil, 1082),

("7 For the Frobentus {heorem see, for eaample, 8. Srruxpen: Leciures on Differentinl Coumelry -

(Peemtice-3nl) Ine,, Enprlewond Clfis, N.J., 1004),
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Y<anig, whore p - Qitngly gy, vs s collection ot Llorms that malve (0. Which con
ditivus duon that impess o 17 We ean reanan ax follows: Il k<Cp b euech that al)
. 0 m k. Wao can aplit {8) mte

™) A0 (AMP, 0 B, boome b,

‘(u) ‘Aa l')".:'- v b, w -1 »

1) matinfies the integrability cunditions in the Frolwenise unsom, that in ther eainta
s (possibly Ineal) tramformation #9(z). 5 « ¥ (ahen depundenen in pestricied 1o the
biase momifold due to equivarianer of 2N ohjeric involved) xorh that

am N T

1 we take that condifion into (9), we g

(})e) PAdf) =0,
{11}) MP=9AY 4 ¥v2°d¥

in matrix notation (Ad I'veminds unibat the valuex of J* ane to be tahen in the Lie
algebra’s adjoint representation).

The tramsfosmation ¥ defines a new, pomsibly local, gaugr:, and in that gauge the
velation between J* and I, with the sinfinitesimal copy» condition J*—J ~ 0,
can be writien a8 )

(12a) ' B Fo= P4 edp,
provided that
(128 iFadpy=o,

where f is 0 Vie-algubra-valued, locally defined, function. 18 is immediate that eq. (12a)
generalises the gravitationa) A-transformation given by eq. (2); it is an Abelian gauge
transformation that shows itanlf to be computible with the fialds non-Abclian struetore
in the particular gauge given by ¥; egs. (¢) give the sompatibility conditions. Under
those conditions egs. (12) keep the curvature and Rirci tensors invariant in Einstein's
mysmmotrie fiold theory.

If we are now dealing with a general gaupe field theory, with a finite-dimensional,
smi-simple Lie group G ax structuse group, we can consider two situations. No
co-ordinate transformation can induce (12q). and in general, sn is an dbelian trans.
formation, it connot be implemunted as 8 conmeyguence of the hupdle’s non-Abelian
strurture group, uvless tbe theots's symwetry group is 8 Lie subgroup Hc @, with
nontrivial centsaliser in €, which we donote by K. 1n that parlicular case we can
ehwma fi to Lahe values inside K, »o that eq. (100) in immodiately satisfied (%),

g i + . ot . mibmmoi mema s miimee mea s

) F. A, Dowra:z 4 bifureation sel s sotiatid fo Ihe copy phe nomenon, In G, Zarats (editor): Prureed-

ingre of e Jio de Janciro 1981 Sumpmnium on Holvnorphy and Funclivnal Analysis (Sorib-Tohand
n., Amsterom, 1003),
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Ar u wremul aBerative se ean el 0 emi-gimple 7 ints & convenirnt goneral
Yinear pronp Gly. In that ewe semi-mimpheity in bt within the embedding linear
gFroup and Abelian tramformaiions like (2) or (126) can b immmodiately Smplanentoed
within 1he amplified bundle.
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