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В.Д.Мур*', В.С.Попов - М.сШИИатомннформ, 1989 - 32о.

Получена поправка к правилам квантования Бора-Зошерфельда*

связанная с конечной проницаемостью барьера (для кваэнотационар-

ных состояний)* Обоуждается аналитическое продолжение условий

квантования в кадбарьерную область. Полученные результаты проил-

люстрированы на примере «очно решаемой модели» а такие для

эффекта Игарка в ояльном поле.
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I. При вычислении спектра энергий о помощью условия квантования

•" " 14-73,Бора-Зоммерфельда L^-Ча также при учете поправок L
4
~-i поряд-

ка /t , А , ...) интегралы типа j /
3
^ берутся до класси-

чески разрешенной области Х
о
 < У <х , а поведение потенциала

при •*"< <Х
О
 и Х>Х{ несущественно (фактически подразумевается,

что [/ДУ -* *о при

Между тем, во многих физических задачах потенциал обладает

барьером, вследствие чего вместо дискретных уровней энергии воз-

никают хвазиогационарные состояния, Е=Е^-й'Г /2. Хотя проблема

вычисления резонансных уровней постоянно встречается в ядэрной

физике, квантовой теории рассеяния и т.д., расчет £> и i до

сих пор встречает определенные трудности
 л

'.

Мы рассмотрим эту задачу в квазиклассическом приближении,

что дает удобные аналитические формулы, справедливые для произ-

вольного потенциала . В том случае, когда проницаемость барьера

экспоненциально мала, нетрудно получить: *
г

SVS г ( JL/ , /у ^ .
 Л

, стр.92), где /t = 0,1,2, ..., JC
r
 <J(<\Xj, - подбарь-

ерная область и # ~ М = / . Полагая л —
 Г
 '" '" ' ~ ' ''

Л 4

при 1 ̂- \с^\ приходим к формуле Гамова для ширины уровня:

(2)

Целью нашей заметки является обобщение (I) на случай, когда

энергия уровня близка к вершине барьера (или превышает ее), и

экспоненциальная малость Г исчезает. Обсуждается вопрос об

аналитическом продолжении условия квантования в надбарьорную



область. 6 качестве приложения полученных формул мы рассмотрим

аффект Штарка в сильном поле (для атода водорода).

2. Обобщение правил квантования. В классически-разрешенной

области Х<

(е
(3)

,, Г41ч

(здесь мы учли поправку порядка # к обычной квазиклассике
L J

) .

Вблизи вершины барьера ( X
 =
 ^ ) используем параболическое

X -Хмприближение: где

-О\ fenced ) ~ а м п л и т УД а нулевых колебаний, со •= Г— У^/у |1
А

ж W
-Тогда

3 )

(4)

(5)

что слева от барьера переходит в (3), причем

а —- _ /у -гк V •+• — - i-

т + О (г'
4
) (50

( т— - р >̂> | и. [ ). Условие квантования возникает из требования

совпадения (срочностью до / г # " " ) ф а з ( 3 ) и ( 5 ) в области

перекрытия \
л
 \ <& 1" <* X*,/s , которая всегда существует для

больших h. • В итоге приходим к уравнению (I), в котором:

•' • ' ' • ( б >М = п - -

/'

- л (на ч-а.



3

В подбарьерной области: #• » •/ ,

+- ... у-^-е се')

(свойства функции ^ ( А ) подробно рассмотрены в i*
2
J). С

учетом экспоненциально малой мнимой части и> (*.) формула (6)

переходит в (I).

Когда энергия E
t
 приближается к вершине барьера, зна-

чение Л уменьшается. В этом случае численное решение ур.

(1),с заменой (6), определяет положение резонанса F
t
 и его

ширину Г . В надбарьерной области (когда (^i»I, но еще

применимо параболическое приближение} имеем

•= Л +£**• (7)

Можно показать (см.следующий раздел), что это условие следует

также из аналитического продолжения правила квантования Бора-

Зоммерфельда.

3. Точно решаемая модель. Рассмотрим 3 -состояния в потенци-

але

для которого уравнение Шредингера с -С =0 решается аналити-

чески. Этот потенциал характеризуется параметром

y 'Л - амплитуда нулевых колебаний осциллятора),

Например, I \/fc) \co - — s
г
 . а полное число ^ -уровней



равно:

(в квазиклассическом пределе, т.е. при S » I). Из-за нали-

чия барьера (см.рис.1) все эти уровни являются квазистационар-

ными; их спектр определяется из уравнения

гдз £i - - Eft<> . При h >? / отсюда получаем:

(за деталями вычисленМ мы отсылаем к Приложению А). Если

т.е. Е^-Л , то последнее уравнение имоет приближенное

решение

%) (ю)

«̂

которое может бить получено также из

Заметил, что обычное ттравило квантования приводит к ур.

(10 ), в котором, однако, отсутс-вует функция у (<я). Для

правильного аналитического продолзкения в область энергий В > 0

нукио выполнить замену -Си # ~> & (- &•) + <• т (вытекащую из

условия Jj*
l
E-~—<0), что соответствует форглуле (7).

На этом прккзре мы видим, что аналитическое продолиение

правила квантования Бора-Зошерфельда в надбарьерную область,

определяет как положение, так и ширину уровней. Это объясняет

<£акт, ранее установленный эмпирически *- ̂ : l/h -ра:«южение,
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даже без учета проницаемости барьера, определяет ширину

квазистационарных состояний после столкновения двух классичес-

ких решений.

4. Эффект Штарка в сильном поле (атом водорода). С точностью

до членов ~ Л , энергии рвдберговских состояний ( Л* н
л
 ^

o h >/»• l a to'vl определяются из уравнений
 4
^:

где г- =(- 4 <6fi F (-* . у.
 =
 (

Я{
 г

I = I и 2, А' - константы разделения (fi+fi =I), a

и к вьфажаются через гипергеометрическую функцию:

= 1
 F
( ц, *ь • Л; *) + f

"приведенные" переменные: £ ~^?/» С ,к использованы "приведенные" переменные:

F*~ h £ [ £ - напряженность электрического поля в единицах

- И,*e*jf\ 5.142 Х Ю
9
 В/см).

В данном случае барьер имеется лишь в эффективном потен-

циале (J.
z
 ( £ ), а потенциал ^ ( f) является запирающим *• •*

при всех f~> 0; поэтому замену (6) следует делать только во

втором уравнении из (II):

V
2
 -> V

t
 — — f< ) (6 )

В соответствии с (4), имеем:

(13)
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где _£"— [4 ~z~2?2 ) и 2?̂  ~ / (что отвечает уровню,

близкому к вершине барьера; подробнее см. в Приложении С).

Отметим, что при г?ь =0 интеграл (II) вычисляется аналитически

при любом *г. :

В области слабого поля получаем из (II) разложение энергии

£ ' * ' по степеням F , которое совпадает с известным

I • -1 рядом теории возмущений (вплоть до F ). При этом

= п [ jf +(4-к) Я, F -
 (Г5)

где х: = ^ - V ^

(£><\ ^ А <4 , причем Х^ - \_ для состояний с/^ =0).

Отсвда, с учетом (6 ), имеем
 5

':

что отличается от точной асиг»ттотаки v
i t I 7

i ширины Г при

& -> 0 лишь несущественыгл числоюпс! множителем в предэкспо»; -

то. Таким образом, учет глиилой части функции & (л) дает пра-

вильное пороговое поведение ширины атомных уровней в пределе

£ -> о.
При конечных t решение этих уравнений возможно лишь

в численном виде.

5. Численные расчеты. При решении системы (II) можно либо

опустить члены i^ f /Л'л ", либо решить ое в полно?л виде.
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Эти два варианта будем называть, соответственно, 1/#- и I/ft -

приближениями.

Типичные результаты расчетов см.в табл.1, в которой приве-

дены энергии состояния 119,0,0^ {ft =20), вычисленные различ-

ными методами. Из табл.1 следует, что влияние проницземсзти

барьера на положение квазистационарного уровня невелико. При

этом введение поправки (б') стабилизирует вычисленные значения

Е ; это позволяет, в большинстве случаев, ограничиться решением

ур. (II) в l/ti. -приближении.

В табл.1 приведены также энергии, вычисленные суммированием

расходящихся рядов теории возмущений с помощью аплроксимант

Паде-Эршта (АГО*-
14
-*). Оба метода - АПЭ и 1/п. -разложение -

полностью согласуются между собой (хстя при F >, 0.3 АПЭ имеет

несколько меньшую точность).

Соответствующие данные для ширин уровней представлены на

рис.2 ( €
п
 = fr~ Г ^

л
 -1.0,0)j^ поправка на проницаемость барь-

ера весьма существенна в области F< /~ , а с дальнейшим рос-

том поля ее роль уменьшается . Пунктирная кршзая на рис.1 -

результат независимых вычислений с помощью АПЭ. Из рис.Г видно,

что учет пронкцасглости барьера в квазиклассических условиях

квантования дает правильную интерполяцию между областью слабого

поля (где имеет место асимптотика (15')) и областью F~ > F •

где решение выходит на результат I/и -разложения, получении;:

без учета проницаемости (кривая 0 на puc.I).

Численные расчеты уровней энергии и ширин в атоме водорода

были ранее выполнены Гамбургом и Колосовы:»! L-tSĴ  J^ ^ З Щ ^ Т Ц

значения ' V г (~Л t
t
 ) и ( , полученные наццаш методами,

с соответствующими значениями из ^ * для трех состояний с
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(I, = h = (ft- I)/2 ъni = 0 (см.таблицу I в I
32
-* )» Согласие

всех трех методов весьма хорошзе (это, в частности» подтверждает

выбранную нами процедуру суммирования расходящихся рядов ТВ).

Недавно L -* положети и ширкни штарковских резонансов были

получены с высокой точностью при численном решении уравнения

Щредингера (с условием излучения на бесконечности). В табл. 2

производится сравнение этих расчетов с результатами 1/п -разло-

жения
 8

' для состояний \п - I,0,u^ при ft- 10 и 40. Точ-

ность вычисления £(*/я
л"Ч в I/ft -приближении согласуется

с оценкой ( <~ Р//г
2
[€\ ) , вытекающей из (II). С другой сторо-

ны, ширины Г (
h
i **•**) определяются в этом приближении с погреш-

ностью ~ 10$. По-видимо?^, это связано с нарушением квазиклассич-

ности (по переменноЗ h = I - £ , для которой имеется барьер в

[Г (м ) ) для состояний с /?
2
 = 0. Так, для состояний с n

f
~ h

z

точность вычисления Г в l/i-i, -приблжпетги существенно выше L-f
2
i

Наконец, в табл.3 сопоставлены результаты 1/п -приблизсения и ра-

боты i^
J
-J (квазиклассическлй метод вблизи вершины барьера) для

подпороговых разонансов.

В целом, вычисление комплексных энергий резонансов Е =

E
z
 - L Г/2 с помощью условия квантования, с учетом проницаемости

барьера (ур. (II) и (6") ), согласуется с расчетами, выполненны-

ми другими методами.

J3. Выражение (6) для у (а) относится к 1//г* -приблхженшо. При

расчете по I//2- -пркблгхенхю нужно использовать (
Jf\

Г77/ -"Т77 ^^ТГ

1( 72 -ICL) (/-/-• t'
 2 h U

j J

По-видимому, учет в правилах квантования внслшх поправок к квази-

классике «• U (до X ' включительно) приведет к функции



9

K-1

'

где с - коэффициенты асимптотического разложения для f (& )

при -̂** с^ : С< =1/24, ^ =7/2880, Г
3
 =31/40 320, ...

Из (II) видно, что 1\ - формальный параметр квазиклассичес-

кого разложения - превращается в I/ft (малый параметр для рид- .

берговских состояний). Поэтому замена в правилах квантования

п -г П, - J~ f
K
 fr) (18)

должна обеспечить относительную точность порядка /2 (для

положения уровня Е^ ). При/f =1 и 2 это выполняется.

Отметим, что функция f (#) имоет особенностж в точках

, п. =од,2, ...

соответствущих полюсам амплитуды рассеяния на параболическом

барьере. Действительно, амплитуды отраженной (А) и проходящей

(В) волны здесь равны ' : ., _ ТЛ

(20)

и значения (19) отвечают полюсам гамма-функции (за дальнейаими

подробностями отсылаем к Приложению J> ).

Т. Уравнения (II) моано обобщить на ридберговские состояния

произвольного атома, если ввести в лих поправку на квантовый

дефект а ( ̂  b± in) в параболическом базисе Г ̂  \ Рассчитанные

таким образом энергии Е^
2
' * *' для водорода, рубвдия и натрия,

а также шир!шы Г ^
/г
' "

г >7t
 ' для атома водорода, хорошо согласится

с эксиериментальншш данншж по спектрам фотошнизации этих ато-

мов в присутствии постоянного олектричсского поля (см.соответ-

ствующие таблицы в 1 ^ • Ъ . При этом учет иопрсшки на конечную

проницаемость барьера является весьма существенным.
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В заключение отметим, что при сравнении теории с эксперимен

том (и, в частности, при составлении таблиц 2 и 3) используются

формулы пересчета

f = 1.945 х I0~
7
/2*<^,

6 = 9 . И З х Ю" ь /г Е = 911.3 /г ( л — Ло ) ,

где /2 =• HJ i~ Л + 1' 7 7 1 +• / - главное квантовое число, / Г и б

(величины, входящие в ур. ( I I ) ) измеряются в атомных единицах,

с - в кВ/см, Е - в см , /̂  - в А ; Хо - длина волны,
.. о

отвечаэдая ионизационному пределу Е = 0 (так, л = 2 967.5 А
С

в случае рубидия), Заметим также, что

100 см"
1
 = 0.0124 эВ. (21')

Авторы СЧИТРЮТ своим приятным долгом поблагодарить Л.П.Пи-

таевского за обсуждение результатов, а также А.В.Сергеева и

А.В.Щеблыкина за помощь в проведении численных расчетов.
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Приложение А

Исследование модели (8)

Уравнение Шредингера с потенциалом (8) после замены р =

=(2л) ) ( t - ^ ) принимает стандартный ввд

( а. = - £"/&>) с граничным условием

JCff.) = <? > fo = - <^*/? н - Л . (A.2)

итсюда следует ур.(10) для спектра квазистационарных состояний.

С другой стороны, положение подбарьерных (Е < 0) резонансов

определяется правилом квантования Бора-Зошлерфольда :

Ограшгшиаяеь для простоты случаем s»I, а (когда

« заведомо выполняется условие /г » 1), имеем:

(А.4)

При тзх же условиях из точного /.равнения (10), используя асимп-

тотику функций параболического щ^педца *- *, приходим к

уразнвн5ю(10/), которое в отличие от (А.4) определяет не толь-

ко положение, но и ширину резона^юов, см. ( К ) " ) . Период Kviaccii-

ческого движения частицы в яме (()<£<?,) есть

). (А.5)

а проницаемость барьера ,3 в е>лу> (-2л (^ | />*> ) ; поэтому

* полностью соответствует форцуле Гамова (2). Заметим, что



12

период Т-*ое> (логарифмически), когда E
t
 -*• 0.

Таким образом, в подбарьерной области уравнения (К)') и

(А.4) совпадают с экспоненциальной точностью. С другой стороны,

в квазиклассических уравнениях (А.З), (А.4), в отличие от точ-

ных уравнений (10), при а -* 0 возникает логарифмическая особен-

ность (отвечающая тому, что правила квантования Бора-Зоммерфелда

становятся неприменимыми, когда положение уровня близко к вершине

потенциального барьера и точки поворота сближаются).

Уравнение (А.З), аналитически продолженное в область поло-

жителышх энергий ( /?е а. < О , Jhtct "^cS
 > Q

^'
 с н о в а

 определяв

спектр квазистационарных состояний. Условие J***- E < 0 определяет

выбор ветви логарифма при аналитическом продолжении:

£<*,<•& ). При такой замене уравнение (А.4) совпа

дает с (К)') в надбарьернрй (!«!»/) области, если учесть, что

Заметим, что в околопороговой области ( \л-гг
о
\ ~

а с дальнейшим ростом /г , при условии /е«, » Л - л
в
 » у

 t

. (А.8)

Отсюда для отношения <^« /I /( £,*,-,£. J, характеризующего

перекрывание резонансов, получаем:
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^ ^ = O.II, для (А.7)

*»** m « >
 (A

'
9)

4* <*^s> , для (А.8)

£л/г.Таким образом, в области (/г- /г<,)« <3* /г<> соседние резонан-

сы еще но перекрываются. В предыдущих формулах

i *
 (АЛ0)

так что s » I.

Приложение В

Вывод уравнений (II)

Дпн эффекта Штарка в водороде условия квантования, с уче-

том поправок порядка £ и Л* , получены в работе

Переходя к переменным

я ограничиваясь поправками о? Л* , имеем ( г» = г- - £ - *-*£ ):

f "' * *) (ВЛ)

*
л ( в

-
2
>

а контур интегрирования охватывает точки поворота у
л
 и у

(условие квантования по переменной £= г*.? = л^г получается из

(В. I) заменой п
г
 -> /г

х t/
&
2
 -уг

л
 & J

7
-*-^

7
)*

При т- =0 интегралы, входящие в (3.1), выражаются через

гипоргеометрическую функцию. Переходя к переменной интегрирова-

ния t ,
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(B.3)

получаем:

Л C~£)*fM +£г* M *f/kj = (л* **А)/п , (В.4)

где

*
А
§*& (В.5)

(B
-

6>

, а контур интегрирования охватывает особые

точки подштегралъных выражений, 2
е
 =0 и i.

Го*?
Используя интегральное вредставленке

L<iJJ

непосредственно получаем:

что с учетом квадратичного преобразования Куымера (^^ i, ф-ла

(2.1.5(26))

/ ^ ^ d ^ f i ) (3.8)

дает:

^ ; ̂ >> - (в.9)
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При вычислении я {£ ) полезно проинтегрировать по частям
второе слагаемое в (В. 6):

( (A*) - t /t* )
t
 после чего получаем:

f^tAfeJ+f/bJ, (B.IO)

Согласно (В. 7)

Существование этих интегралов гарантируется соотношением I ̂

Jim А- О ) преобразование Куммера дает

Прежде чем применять его к ^" (.? ), воспользуемся тождеством

которое легко проверяется сравнением рядов по степеням

Отсюда с помощью (В.8) следует
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и окончательно

J /; *) (

Перейдем теперь к: состояниям с О < /n«/z. в этом случае

уравнение (B.I) можно упростить, разлагая интегралы по малому па

раметру^** /л fa. Ограничиваясь I/л- -приближением, достаточно

рассмотреть лишь первый интеграл в (3.1)» Вводя точку сшивания

у такую, ччоусс <.^^<-< i , разлагая /» (Jf) при ,p<y<J'j

па^и
й
 , интегрируя по области J^<^' < у (при этом произ-

вольная точка у выпадает из ответа), получаем:

откуда следуют уравнения (II).

Приложение С

Здесь мы изложим вывод замены (6 *) для задачи об эффекте

Штарка в атоме водорода.

В этом случае переменные в уравнении Шредингера разделя-

ются в параболических координатах

причем Ky-/t"*2 » О

В соответствии с методом Лангера №*, после замены

ze* Otj , J

( ) получаег4 :



17
mffc~f~)] (c.2)

В классически-разреиюнной области, и* <гс < гсл , 4

имеет вид (3) с фазой **'

/$) / ^ j (с-3)

где ^ ' i e/f/a/tc , а£ - произвольная фиксированная точка

{ ГГ» < ггт)т это решение становится неприменимый, когда точки

поворота 2£я,
 их близки к вершине потенциального барьера &*

. (C.4)

Переходя к j (

* * [ } * (С5)

в ооласти (?(<-< /f приводим (С. 2) х стандартной форме (A.I)

с a=jf:S
a
*

gc
\r9'*f

u
)} • Решение, отвечающее условию излучения,

в области Т9 -f »\л\ имеет вид (3), что следует из соотнсаю-

Лля сравнения фаз точной и квазиклассической волнозых

в области перекрытия представим & ( и ) в форме:

где
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'*" 4- {<"-£, s £^ , (C.8)

' • ' /

^- o,J , обозначения ясны из рис.3). Сумма

ш Sm * Sj •*• з
л
 соответствует разложению Дарвина ' J для

функции W{<x-jtr ). Учитывая, что при z •»• | в. |

' * • • (СЭ)

Its сравнения & (^ ) с (•*"') приходим к правилу квантования с

учетом проницаемости барьера (с точностью до членов I//t*

включительно):

(СТО)

Возвращаясь от ъе. к первоначальной переменной' * * &

получаем уравнения (II), ( б " ) .

Приложение D

Уравнения Щредингора с потенциалом

допускает точное рсшсдае в функциях параболического цилиндра

\ 11,22] Лсгслнтотически ., *,



m

) f , а « - £/<о; далее /£ » /Л * / .
этом первое слагаемое отвечает волне, расщюстранявдейся слева

шшрвво:

(/»> 0), поскольку

Матрица перехода S дает связь между асшштотжческимн коэф-

фициентами в (D .2):

««»

=1). для обычной постановки задачи рассеяния а
ж
 =1,

<i.= А, с*=Ъ ж <> =0, где А и В - амплитуды отраженной и про-

ходящей волны:

А . -/// , 8 - S~
J
. (D.4)

В данном случае l-*2 J

(D.S)

Амплитуды А и 3 имеют вид (20), а коэффициенты отражения и

прохождения равны

- • • < £ ' < • • ) . Из (о .5) при <г - «г.̂ . получаем:
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причем

г д а
 с

л
 = - Л**:***/**^/- ^ <^>* ** J^ . Поэтому А ж В

•мест полюса первого порядка в точках (19).

Заметим, что решению, убывающему на бесконечностж, отвечает

Но тогда, согласно ( D.3) ж (D .7). О я £* также обращаются

в нуль. Таким образом, при а « л^ не существует волновой функции

такоР, что ¥"* О ори f -*• io» . Однако можно (полагая

О =0) получить решение с ^ = 0 , с
л
 - ̂ jj^i , для которого

 2
^

(D.9)

( ^ л - аолжнсш Эрмита).

Вшлние проницаемости барьера на кваэиклассические npafliua

квантовакиа рессиатривали Райе и Гуд*-
26
-^ Друкаров^

2
 •" и Конд-

ратович и Островский1?*А Их результат:

что практически не отличается (для вецоствениоЗ частя) от (6)

при <г » 1 , однако не дает ширин/ уровней в слабом поле. При

прибликелшк уровня к вершине барьора это выражении заведомо

неточно (например, }«осние € &*) системы (II) с указанной

виде F (а.) остается воцествонным при всех F< f\ ). Кроме

того, фуккция {.О. Ю ) имеет особенности не только при и - а.*.,
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но я в точках а. - &Z-- г t^*z),
кв
 отвечающих полюсам ампдк-

туды рессеяшм.

В заключение отметин, что при вещественных Е и <х

-(У«~). и'-и'"-
поэтому преобразование
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Примечания

1) Здесь за - точки поворота, /о (ж

2) Серьезным препятствием для непосредственного использования

уравнения Шрецингера является экспоненциальный рост гамоаской

волновой функции при t •* **> . Развитие эффективных методов
у

раоета величин 3, и У является предметом исследований вплоть
до настоящего времени (см., например, работы 1

8
»

9
J и указанные

в них дальнейшие ссылки).

3) Здесь 2>
у
(^) - функция параболического цилиндра* J.

Отметим, что волновая функция (5) удовлетворяет условию излуче-

ния (расходящаяся волна при f>-+ «*» ).

. 4) Ш используем атомные единицы Л. = т^ - е. ~/; /г,, /г* , /гг. -

параболические квантовые числа * -*(/т£?о), /г - главное кванто-

вое число. Эти уравнения (для состояний с /гъ =0) уже использо-

вались ]̂ анее L^i; их вывод излояон в Приложении В.

5) 3 (2) Т ость период колебании частицы в продолах классически-

разрешенлоИ области. Д*ш финитного дарения в кулоноиском поле

период Т зависит лишь от главного квантового числа /г :

7*= Z х C-J/E'J * л 2 JZ/г* , согласно третье^ закону Кошюра
[16].

6) Здесь /^ - классический порог конизацяа ^^(J\, = 0.315,

0.228, 0.336,0.341 и О.ЗУЗ дли состояний \ п-1,0,0 > при

л =20,30,40,50 и /г--* <**• ). Заглотим, что рлпенио ур. (II) боз

поправки на проницае1лость барьора дает: е£ в О при /f< f*
m
 ,

т.е. не обьяс1шет ширину уровней. . ,

7) Для иесмецегших кулоновских уровнеii t
hi
 ~ ~

 t
-<n , * - Jt

 t

Ъсли уровень находится посеродгаге нозду ь и Ь , , то



- •*- £-

8) 1//г. -приближение, по сравнении с УIV , дает некоторое
совышение точности расчета энергии резонансов. См. следующую

таблицу, в которой приведены значения - В
г
* 10^ для Л«10

(состояние (9,0,0/0.

с —

I/л

точное гТоТ
решениеL *

0.20

2.5840

2.5854

2.58557

0.25

2.0612

2.0643

2.06494

0.30

1.5647

1*5687

I.57I06

Однако, при существующей точности эксперимента ••
2
"J эта

разница несущественна (см. также U*2J ) и не оправдывает

усложнения вычислений при переходе от У П. - к Ун.
г
 -приближе-

нию.

9) Как видно из табл.3, полокения резонансов Г ' * '

согласуются с точностью ̂ 0 . 1 + 155 (за исключением состояния

(26,0,0), где различие достэтает 355). Дин ширин Г'
 f
 * 'согла-

сие обоих расчетов значительно хуже, особенно в том случае, когда

энергия уровня приближается к границе ионизационного предела В«0

(см., например, состояния (26,0,0) и (24,0,1) ).

10) Для потенциала (8) характерные точки, входящие в формулы ( D -

(4)г равны:

£ =" О t, ~ ~
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(при 3 •* 0 точки поворота 2 , 4^ выходят в комплексную плос-

кость) .

II ) Длл состоять! с tn £ О выбор фазы в (3) обычен ( %~#о ~

линейная" точка поворота - •* ) , но при /л. = 0 он требует поясне-

ний. 3 зтом случае ч. - 0 >

(с учетом поправки Лангера L 1 ' ° J , т . е . {fh - D/Sfy -* in (o/j ) .

При Ч -> О кваэиклассическое приближение неприменимо, но уравне-

ние Щредингера допускает точное решение

/ 2 - Const-^ Jo

что совпадает с р 5'м у ) ' f / и объясняет появление

слагаемого #~/4 в пазе Ф (х).

12) Точки U ~ &
h
 соответствуют Е~ ~ £ — — i (h •*• */#. ) сд

При заг-тене ш -У I id параболический барьер переходит в потенциал

гармонического осциллятора; тогда Е = Е
л
 - его спектр энергий,

a (i>.9) - волновые ({ункдал.

Наличие полюсов амплитуд А и В в точках Л - / ? * противо-

речит эрмитовости гамильтониана, лбо тогда ( е = 0) существовали

6u KBa
v
apaTU4HO-nHTorp^

i
rLiojo волновые функции: С

 =
 С = ̂

с

= 0, I , , . . ) , соответствующие комплексная собственшш значешшм

энергии Е = L / " + Д / и).



Таблица I

0.20

0.25

0.30

0.35

0.38

0.40

Ущ Уп г

0.48280 0.48309

0.48301 0.48309

0.36628 0.36692

0.36677 0.36695

0.2549 0.2570

0.2562 0.2566

0.1508 0.1547

0.1490 0.1488

0.0870 0.0962

0.0849 0.0843

0.0437 0.0537

0.0421 0.0413

А11Э

0.4831

0.367

0.256

0.149

0.086

0.042

Примечание. Приведены значения —
для h. =20, вычисленные в I//2. и 1/п

г
- приб-

лижениях, а также с помощью ашгроксишнт
ШдегЭрмитаС -М1ри данном f , первая
строка - без учета проницаемости барьера,
вторая - с учетом проницаемости.



Таблица 2

Е и Г (в атомных единицах) для СОСТОЯНИЙ [/£ - 1,0,0^> .
С-

F
0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

2.584

2.586

2.061

2.065

1.565

I.57I

1.072

1.080

0.578

0.585

Г
1.7(-7)

1.902(-7)

1.2(-5)

1.285(-5)

7.3(-5)

7.919(-5)

1.8(-4)

1.947(-4)

З.К-4)

3.34К-4)

с,кЗ/см

0.58

0.62

0.66

0.70

0.74

0.78

F
0.289

0.309

0.329

0.349

0.368

0.388

-fit-105"

7.918

7.925

6.486

6.494

5.079

5.090

3.687

3.699

2.297

2.310

0.909

0.9178

3.7(-9)

3.818(-Э)

6.5(-8)

6.859(-8)

3.8(-7)

4.233(-7)

I.K-6)

1.230(-6)

2.2(-6)

2.383(-6)

3.4(-6)

3.715(-6)

Примечание: первая строка (при данном f ) соответствует L/fz -приближению
в ур. (10), вторая строка - работе С 9 i \(к)в JO

напршер, 1 .7(-7)=1.7ХЮ" 7 , и т .д.
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(n1t n2,

(23,0,0)

(24,0,0)

(25,0,0)

(26,0,0)

(22,0,1)

(23,0,1)

(24,0,1)

(23,1,0)

(24,1,0)

(22.I.D

(23,1,1)

(24.1,1)

(22,2,0 )

(23,2,0 )

24

25

26

27

24

25

26

25

26

25

26

27

25

26

P

Г
I

I

I

2

2

2

3

3

4

4

4

5

5

76.62

53.67

32.60

12.85

82.86

60.54

40.26

67.53

47.87

74.58

55.34

36.35

81.64

62.63

+ 1I.K-5)

+ i 5.7C-3)

+ i0.22

+ 10.96

+ iI .6(-4)

+ 14.6C-2)

+ 10.70

+ 10.19

+ 11.44

+ 10.47

+ 12.39

+ 15.02

+ 10.92

+ 13,46

76.64 -

53.69

32.57-

13.17

82.88

60.56 -

39.89 •

67.52 •

74.43 -

81.15 •

TaiJ

¥ iI.2(-5)

i- 16.5(-3)

f iO.26

f 12.14

«• H.78(-4)

«- 15.3C-2)

f il.04

•• i 0 .20

-

ь 10.57

-

-

у il.30

-

Примечание: здесь приведены значения Е^ -iT/2 (см ), взятые

с обратным знаком, рассчитанные для атома водорода лри

С =3.59 кВ/см. При фиксгфованном /г. , ширина Г

возрастает вместе с р = Х^
х
 +* \bi{ + /.
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V

о

Ряс.1



0,015-

0,0iO -

0,00S

Рже.2. Вяшнм проницаемоотж бармра па вычисление шяржны уровня (ооотояшп ) 19,0,0 > ) .
Кривая 0 - ревеню у р . ( П ) для ^ - i-% *i/2n ( т . * . пр« / (o)mQh жржяш

• 4 1 2 ч о учмом пронщаемоотж в I/л ж 1/г-<- чфжблжжвкяях.
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г'ис.З. Контур интегрирования в (С.7) на плоскости пере-

менной j>*-C . Точка А отвечаету
ж

точка В - %* У* **
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* "• î& * *

• J* I I ' I II II I a * " i " % '»* %Z I 11 I I '. I " I

r*::::::::

:;; v ^ ^ •
». u i i f q f 11 ĵ »̂
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