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В ныстоящем сообщении речь идет об урывнениях, получыемых 
следующим обрызом. Пусть L и А - линейные дифференциыльные 
оперыторы виды 

к0 +1 кД к 

L-ЛЭ + 2 п„Э , к > 0 , 
к«Д к ° -

m 0 + I ^ 
= 2 A m n - m + l 3 • т Д > ° » 

т = 0 О 

/1/ 

где д - оператор дифференцирования по пространственной пере­
ыенной х, квадратные ыатрицы u Q, n,,..., u k и A lt . . . , А + 1 

иыеют порядок г0 > 1, а Л и A Q - диагональные ыатрицы того же 
порядка соответственно с элеыентаыи А. Ф 0 и »r)i 0 на глав­
ной диагонали, г = 1,..., г. . Рассыотриы линейную систеыу 
уравнений 

dt. 'dt _ 
с - (L-7,)fn. — =ф t n-1 N . /2/ 
относительно неизвестных ыатриц f , 1 , , f N. При этоы ыы 
будеы предполагать, что с является константой, а п играет роль 
спектрального параыетра. Кроые того, будеы предполагать, что 
f0 является квадратной ыатрицей порядка rQ , ыатрицы fj 
..., f„ иыеют т строк и г столбцов, а ыатрицы ф ф 
иыеют, наоборот, г0 строк и гх столбцов. Здесь и всюду в даль­
нейшеы знак "~" означает транспонирование. С поыощью решения 
f0, fj , ..., f N систеыы /2/ определиы величины g 0, g l t...,g H 

посредствоы равенств 

1с~ к 0 - к 

ко * аг* аu t0 g . 2 (_i) _ _ £ _ Л r-ZT- + 
" k=o 5, k

 a x
k o k 
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k-l.-o дхш j,«-«-t 

- o - ^ 2 — ( n - 4 ) f . D - 1 N. 
By n n 

где фv ..., Фн - некоторые /пока неопределенные/ ыатрицы, 
иыеющие г. строк и tl столбцов, и, следовательно, 1 0 является квадратной ыатрицей порядка г0 , а ыатрицы gj, ..., 8 N иыеютrt строк и г0 столбцов. 

Выясниы теперь, каким требованияы должны удовлетворгть мат­
рицы n0, u t, ..., u k , фг, .... * N и 0̂ , . . . , 0 N длг того, 
чтобы определенные посредствоы /1/-/3/ величины g Q, gj,...,gN подчинглись условигм 

с—5L-(L-i,)g n+ S i j =0. — = . 0 . n=l N. /V 
ду ° n-t п п <?х 

С помощью несложных вычислений легко находим, что длг справед­
ливости условий /ч/ необходимо и достаточно выполнение соот­
ношений 
_^_ + [А.Ы + с-^--Г. /5/ 

dt ду 
36 дф„ 

с-Да.-(Ь-ч )<* -c-^-a- + (L- 4 )ф -0, п-1 N, /6/ 
Эу n n ду n n 

где 
л е к ° - к | + 

N 0 . к „ _ к Г- 2 2 Ш ° •(• 
п»1 к«0 

д Фп ~ к 3 ^ п 

. . , Л 1 f . 1 1 tA - . . . . . . 
N 0 . к „ _ к Г- 2 2 Ш ° •(• 

п»1 к«0 
- . . „ . . у , } \,-Ж.) ф - . - , . . . . 

<?хк n n эхк 

N к 0 к - 1 к „ в + 2 2 2 {и„а 
n - t к-1 i - О . * 

-1 д ' * л -• ( -Ф ) -
дх* » 

- (_! ) • ^ LJL-
n • дхш 

* • * - - ' 1 . 

/7/ 
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Такиы образоы, если операторы L и А вида /1/ выбраны так, что 
порядок оператора [ A.L1 не превосходит max(k 0,m 0), то пра­
вая и левая части уравнения /5/ иыеют одинаковые структуры, 
и, следовательно, это уравнение записано в корректной форые. 
Более того, в тоы случае, когда оператор L обладает какой-
нибудь сиыыетрией, и, следовательно, оператор А ыожет быть 
выбран так, чтобы этой же сиыыетрией обладала вся левая часть 
уравнения /5/, удовлетворяющие уравненияы /6/ ыатрицы ф., ... 

,ф и ф ..., ф всегда ыогут быть выбраны так, чтобы 
оператор Г вида /7/ обладал той же саыой сиыыетрией. Это зна­
чит , что любоыу инвариантноыу ыногообразию уравнения Лакса без 
источника соответствует инвариантное ыногообразие уравнения 
Лакса с саыосогласованныы источникоы Г вида /7/. 

Как показано в работе'1', к исследованию систеыы уравнений 
/5/, /6/ приыениы ыетод обратной задачи рассеяния. При этоы 
роль операторного представления типа Лакса для этой систеыы 
уравнений играют соотношения /V. В действительности оказалось, 
что для систеыы уравнений /5/, /6/ существуют несколько типов 
операторных представлений. Каждое из них обладает своиыи до­
стоинстваыи и недостаткаыи, о которых будет сказано ниже. 

Рассыотриы операторы а и г вида п п 



/ 11 / 

Г- 2 (оп • «*„ - <А„ О • /10/ 
n-l n " " в 

Далее, с поыощью /1/ и /8/ легко находиы, что 
ffn<?-L.<)Sn-Lflin. *.r -5 L - ( L 0 ) . 

О Q 
Положим теперь 

Т--£- + А + 2 (6 д~1-ф . f-c-1-L. /12/ 
at n-l п п ду 

В результате несложных вычислений получаем соотношение 
[T.£l-r-c-2±-[A.L]-4^-

ду Э1 

N _, дф т" 
- 2 ф д -[с £—+(L0 )-Ч 0 1- /13/ 
п-1 п ду n u n 
N дфп _j -

_ 2 [с 2--М +ч <£ ]д -ф . 
п=1 *у " п п п 

Таким образом, из этого соотношениг следует, что определенные 
посредством /12/ операторы Ти £ коммутируют между собой в си­
лу уравнений /5/, /6/. Однако из условиг коммутации этих опе­
раторов уравнениг /5/, /6/ не следуют. Например, условие 
[Т, £.] =0 сохранитсг, если уравнение /5/ оставить без измене­
ниг, а уравнениг /6/ заменить на уравнениг 

дф N 
с__2 (L-, )ф - 2 * С , 

<Эу n n га= 1 ш 

дфп « 
С ~+ (L, - т? )0 = - 2 ф С 

<Эу " п ш=1 m m , n 

где элементы матриц С ш п не зависгт от х. Тем не менее выте­
кающее из уравнений /5/, /6/ равенство [Т,£] = 0 оказываетсг 
полезным при исследовании различных свойств решений этих урав­
нений. 
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Операторное представление второго типа для уравнений /5/, 
/б/ получается следующиы образоы. Возьыеы операторы 0, F и О 
вида 

F = 

*0 
•Ф, 

*1 

д 
Фи 
О 

О 
о 

/IV 

п-1 N. /15/ 
где 
Т = - £ - + А, a -C-i г, , 

0 at n ду п 
а операторы а , г и £ определены соответственно посредством 
равенств /9/ и /Iz/. На основании /10/ и /11/ получаем, что 
оператор 
A = F - 0 - 0 . G /16/ 
имеет вид 

где 

"о.о 
Д1.о 

ДИ.О 

5L 

до.1 • • • до,ы 

(9А Д.. = + [A,L].+ o-, Г , 
0 , 0 dt ду 

дф„ 
д =.в £-(L-T) )ф , п-1. 
о.» 5 у в п 

N, 

/17/ 

/18/ 

**-•п.о = - с — ; - — ( L < * n
) + , ? A ' п = 1' ау 

,N. 
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Такиы образоы, ыы видиы, что соотношение А- 0 эквивалентно 
систеые уравнений /5/, /6/. Иыенно с поыощью этого соотноше­
ния впервые была доказана интегрируеыость уравнения Кадоыце­
ва - Петвиашаили с саыосогласованныы источникоы'8'. Однако на­
хождение решений этого уравнения с поыощью решения "пряыой" 
и "обратной" задач рассеяния для оператора в вида /IV в на­
стоящее вреыя не является наиболее простыы и естественныы пу­
теы исследования уравнения Кадоыцева - Петвиашвили с саыосог­
ласованныы источникоы, хотя в свое вреыя иыенно на этоы пути 
был обнаружен ряд интересных свойств решений этого уравне­
ния / 3«« / . 

Наконец, операторное представление третьего типа иыеет сле­
дующую структуру. Возьыеы операторы Т Т X и Y вида 

* i -

*1 
»1 О 

*0 

•А N 

""I 

* 1 

X = 
£+ч о ... о 

N 

£ + ч 
о 

• Ф„ 

где операторы ов , тп , £ и Т( 0 определены соответственно посред­
ством /9/, /12/ и /15/, а &п =_с — -7?+i?n, n= 1,..., N. 
С помощью несложных вычислений согласно /10/ и /11/ убеждаем­
сг, что оператор 
A = Y.Tj - T g .X /19/ 
имеет структуру, определгемую равенствами /17/ и /18/. Отсюда 
следует, что равенство Д= 0 эквивалентно системе уравнений 
/5/, /6/. Нетрудно видеть, что равенство Д= 0 означает сле­
дующее. Пусть f- решение уравнениг Xf= 0. Положим g=T 1f« 
Тогда из равенства Д= 0 в силу /19/ следует, что Yg = 0, т.е. 
оператор Tj переводит произвольное решение f уравнениг Xf= 0 
в решение g=T,f уравнениг Yg= 0. Сравниваг это рассуждение 
с утверждением, полученным нами ранее на основе равенств /II-
/V, мы убеждаемсг в их полной идентичности. Однако существен­
наг разница между этими двумг подходами состоит в следующем. 
Если подход, основанный на равенствах /2/-/V, без'труда пере-
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носится на континуальный случай, т.е. на случай, когда индекс 
п принадлежит какоыу-нибудь континууыу, наприыер вещественной 
оси ь', то • подходе, основанноы на операторноы представлении, 
такой переход вызывает существенные трудности. 

В заключение выясниы, почеыу два весьыа различных определе­
ния оператора Д /одно - с поыощью равенства /16/, а другое 
определение посредствоы /19//приводят к одниы и теы же нели­
нейныы эволюционныы уравненияы. С этой целью положиы 

т1 - е * R Т 
1 " 2 

- 0 + R 8 . 

где 

0 0 . . . 0 

R i = 
* 1 + Г 1 0,-а 0 

> 

* Н + Г К 
0 В -д 

0 - ф г * г . . . - <£ -о 
N N 

R 2 = 
0 В,-э ^ 0 

0 0 б -д 

Согласи О /19/ имеем 

* N P N N 

Д = У . 0 - 0 . Х + Д 1 , 
где ' 
Д г = Y - R X - R 2 - X . 

В результыте несложных вычислений ныходим, что 

-Г Ф101+а1д . . 

В.-Ф.+д- г 

Дылее, положим 
X - G + Q+T)! , У - F + P + i j l , 

/20/ 
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где I - единичныя мытрицы, ы оперыторы Р и Q имеют ыид 

Р -

*1 -в1 
Д э + / 3 t 

» *». 

0 0 . . 0 

' I ; * 1 a^/3j 0 

rN"i 0 э. 

Q = 

С учетом рывенствы /20 / получыем 
д = р . 0 _ в . с + д 1 + д 2 , 
где 
Д 2 = Р . ( 9 - 0 - О . 

После несложных вычислений убеждаеыся, что Д „ = - Д . , и, сле­
довательно, равенства /16/ и /19/ очевидныы образоы эквивалент­
ны ыежду собой. 
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источникоы 
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