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_ 1. Рассматривается следующая математическая модель. Пусть 
a ^(aj,a 2 ,...,a g) - случайный вектор параметров и в|(0 , 
&z(.i) . •••, g,(t) - упорядоченный набор неслучайных функций пе
ременной t . обозначим через 
'lit) » a t в /1) r a2g2(t) + ...4asgs(t) (1) 

случайную функцию, реализации которой - неслучайные фуькции 
z (t) = a,gi(t) + a2g2(t) + ... + asgs(t) , в дальнейшем называемые траекториями, измеряются в точках м < 1 2 < - • • < t N c адди
тивными ошибками f k, k = 1,2,...,N. Гаким образом, в точке tk получаем 
x k=zft k) r f k = a 1g l(t k) t . - u , g s ( t 1 , ) f e k . (2) 
: Будем предполагать, что случайный вектор ошибок Г = (tx,..., 
'. e N ) T независим от вектора v = (v (t j ) , . . . , jj(t N ) ) т и имеет из
вестное распределение (ковариационную матрицу K f ) . Если в результате эксперимента было реализовано г траекто
рий случайной функции вида (1), то в результате измерений 
з каждой из точек *к, к = 1,2,,.., N, получаем неупорядоченное 
множество X к = I x k t чисел. Наконец, полагаем № = ® k = 1 X k . Элементами множества Ж явля
ется векторы у = (yt ,...»y N)T где yk<=Jî , к = 1,2,..., N . Их 
мело равно |5П| = t N . Вообще говоря, компонентами векторов у" 
<вляются числа, полученные в результате измерений разных траек-
орий. Вместе с тем множество Я1 содержит также векторы изме

нений каждой из г реализаций случайной функции »?(t). Будем обо-
1начать их через х = (х х,..., x N ) T , где в соответствии с (2) 
c k = z(t k) + f k, к = 1,2,..., N (z(t) - определенная реализация rj(t) ), и называть треками. Полагаем ЗП *0) = 1х ! , так что 
,-,Я<°> | = г иЖ<°>с X. 
' Задачей предварительной обработки будем называть метод и ал
горитм, позволяющий выделить во множестве ЗЯ некоторое подмно
жество Ж о, удовлетворяющее следующим условиям: 

1. |5Ио|^С-г ( С - постоянная, не зависящая от N ) ; 
2. Я ( 0 ) с %о (или более слабое условие: w ° ЭП0 « г ); ; 3. Алгоритм метода требует реализации порядка CjN операций 

1а произвольный вектор из Ж. 
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К необходимости решения задачи предварительной обработки 
приводят эксперименты в области физики высоких энергий, резуль
таты которых представляют собой информацию с координатных де
текторов, а большая множественность частиц в конечном состоя
нии требует предварительного сжатия данных сканирования в ли
нейные трек-элементы ''•*'. В настоящее время существует боль
шое число работ, использующих разные подходы к решению этой 
задачи '8*6/ . Предлагаемый ниже метод основан на идеях теории 
распознавания образов / в /. 

2. Будем считать всякий вектор усЖ набором признаков. Сле
дуя основным выводам теории распознавания, необходимо предло
жить решающее правило, основанное на величинах и комбинации 
этих признаков, которое позволяет выделить в множестве Я под- ' 
множество треков. Вместе с тем нетрудно видеть, что компонен
ты случайного вектора i = (£t , (s , ..., f Ni, fk = ч к + <к , кор-релированы. В связи с этим предварительно следует определить 
некоторое ортогональное преобразование, декоррелирующее эти 
компоненты, т.е. применить хорошо известное преобразование 
Карунена - Лоэва j диагонализирующее ковариационную матрицу 
случайного вектора £. 

Обозначим через С - ковариационную матрицу вектора парамет
ров а.Пусть далее G = (gtj ) - матрица порядка Nxs, векторами-
столбцами i, которой являются наборы значений неслучайной функ
ции gj(t) в точках tj, i = 1,2,...,N, т.е. g f j = Bj(tj). Из (1) и (2) тогда следует, что 
V = Go, f"= Ga \- 7 . (3) 
Если К м - ковариационная матрица вектора ч (т.е. модели) и К -ковариационная матрица вектора £, то в силу независимости оши
бок измерений от if, получаем 
К = К^ + K f =G-C-G T iK f . (4) 

Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что detc 4 0 и система 
векторов ij = (gj(tt) ,..., gj(t N)) T, j = 1,2,..., s линейно 
независима. Обозначим через A k, k = 1,2,..., N, собственные числа матрицы К из (4), так что 0 < л г < ...£A N , через L M -подпространство (размерности s ) , порожденное векторами gj,..., ; 

g , а через L x - его ортогональное дополнение. 
Т е о р е м а . Пусть K f = ог\ (I - единичная матрица) и ма

трица К определена соотношением (4). Тогда: 
1 . \j = Л 2 = ... = A N _ S = а ; 
2°. i/ = L ( a 2 \ 

2 



где через L обозначено подпространство собственных векторов, 
соответствующих собственному числу А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Л к (0 <А \ < 
< ... £А^' ) собственные числа матрицы К м и докажем предвари
тельно, что 

1 . Aj а ... « A [j-t* "I 
2'. LA - L w > . 
Действительно, т.к. detC^ 0 и RangG = s в силу линейной 

независимости векторов-столбцов этой матрицы, то получаем, что 
Rang К м = s . Следовательно, многочлен detiKn-AI! имеет корень 
А= 0 кратности N - s , т.е. А<р> = ... = A<g)_s и пункт 1' до
казан. Соответствующее собственному числу А = 0 подпространст
во собственных векторов L ( 0 ) матрицы К нимеет размерность N-s. 

Предположим теперь, что вектор у с Lx. Тогда скалярное про
изведение (Ij,y~ ) = 0, j= 1,2,...,s и, следовательно, 
G T -у =о~. 
Отсюда получаем, что 

К м у = G . C ( G T y ) = G-C-0 = 0-у , 
т.е. у е L < 0 ) . Мы показали тем самым, что L cL ( \ В силу ра
венства размерностей этих подпространств они совпадают, и пункт 
2' доказан также. 

Наконец, покажем, что если А - собственное число матрицы 
Км, то число А = А + <т2 является собственным для матрицы К. 
Действительно, 
det ;K -AI ! = det | K M + K f -AI -aZl\ = 

= det |(K M-AI) + (K f -a2l)\ - deHK M-AIi = 0, 
Т.к. K f = a 2 I . 

Отсюда непосредственно получаем, что А х = ... = A N_ S= a 
и пункт 1° теоремы доказан. 

Пусть теперь F? - собственный вектор, соответствующий собст
венному числу А матрицы Ку. Докажем, что этот же вектор fyяв
ляется собственным для матрицы К, а соответствующее ему собст
венное число равно А + а2 . Действительно, 
К-<А = К М - ' " А + М А = 

= АГ~Х +o*UK= (Л* <т 8)Гх-=А(^. 
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Отсюда получаем, что подпространство собственным векторов 
матрицы I '" *' , соответствующих собственному числу <»г, совпа
дает с подпространством собственных векторов t ( 0 ) матрицы К м 

с собственным числом 0, откуда с учетом пункта 2' и следует ра
венство L - 1.<* 3> . Теорема доказана. 

Полученный а теореме результат составляет основу следующего 
метода выделения (распознавания) треков из всей_совокупности 
полученных измерений. Пусть ')"•• = 1-iT, ,.,., <T N_ 4, 5 N._s, ,,... ,iiNt-
ортомормироеаниыД базис из собственных векторов матрицы К,'по
строенный следующим образом. Векторы 5,,..., <J N_ S образуют 
произвольный базис подпространства L , т.е. соответствуют наи
меньшему собственному числу л = о*, а каждый из векторов S , 
j - N - s ^ 1,..., N, удовлетворяет равенству К 5j= Лjdj и, сле
довательно, принадлежит подпространствуL M. (Если кратность не
которого Aj, j N-s, больше единицы, то в соответствующем 
подпространстве L "' ^ L M зыбираем произвольный ортонормирован-
ный базис!). 

Если теперь у - произвольный вектор из Ч , то получаем раз
ложение 

_ N - S N 

у - i с 6 , S с t . (б) 

Набор координат (с j,..., c s_„ , с?1,_!4т.1 , ..., c N ) вектора 
в базисе '£ представляет собой некоррелированную совокупность 
признаков этого вектора. По признакам с (, . . . , c N _ s и строит
ся решающее правило задачи распознавания. 

?. Для построения укапанного правила в задаче распознавания 
*е з~;1чче предварительной обработки результатов измерений) най
дем р..;<_г}.-:г,.С'Теч'/я .i некс-ь-'рь.е характеристики некоррелированные 
с.г"учдйнь';' зеличин •".,..., о. _ : 

Ь;-.""'>! г'Пе/;гт'.."-л"-т'и. '.'!<-.• i.= n-a. что случайный вектор .* ЙР Л Я Й Т С Я 
-рек'.?- г.;-. .'"., -- 7ч ' '•-. • ;< ' 1,2....,^ • С учетом (!) и (?) 
ГОГД- :,?'••••;.:!..>; ЧТО :.ЛЯ г С Я К О Г ^ ] - l.<!...., N - S 

i (г , с ( ! (7; 

г.к. ,-: (. у . Если компоненты вектора ошибок независимы в сово
купности и распределены по одному и тому же закону с ппотностьк 
t (ui • то плотность fc Си) распределения случайного коэффи
циента с. представляет собой свертку: 
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is f, ' Ги '...•(, (u) . (8) 
где f k(») * X , k <i k J(u). 

Предположим теперь, что компоненты случайного вектора { вы
бираются независимо. В этом случае с учетом (6) плотность гс 

распределения является сверткой плотностей распределений ком
понент, т.е. 
Г с (и) - г, , . ... . f, и (и). (9) 

Проанализируем полученное соотношение (9). Т.к. £к= ч k + * , 
к = 1,2,...,N (но компоненты >;к не формируют вектор-трек ч) 
и ошибки измерений не зависят от измеряемых величин, то 

^k^kj 4k°kj fk ш kj 

Подставляя (10) в правую часть (9), находим, что 

S ( u ) = ( 4 < V - " * 4 * N j ) t ( f , * - - - * f N ) { u ) - (11) 

где вторая скобка в (11) совпадает с правой частью (8). В ре
зультате получаем, что плотность распределения коэффициента Cj 
в случае независимого выбора компонент вектора £ отличается 
от плотности распределения того же коэффициента, когда £ яв
ляется вектором измерений случайного трека, наличием дополни
тельного сверточного множителя вида 

Таким образом, решающее правило может быть построено (с уче
том выражения (12) ) по видам распределений. 

4. Рассмотрим, как формируется решающее правило, исходя 
1из видов распределений (8) и (11). Предположим, что реализа
циями случайной функции (1) являются прямые, исходящие из од-
>;Ной точки (начала координат t = 0). Тогда s = 1 и gj(0 = t. 
Иусть измерения осуществляются в точках Ц =_ k, k = 1,2,...,N, 
Причем ошибки измерений (компоненты вектора ~) равномерно рас
пределены на интервале [-Д, Д1 . Наконец, предположим, что слу-
|чайная величина >?(t t) = 17(1) равномерно распределена на интер
вале [-а,а) . Из этих предположений получаем, что 
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f, Cu) - -

yu) 

— . и <=t-Л. Л]. 2Д 
О, ий[-.\. Л| 

-—. и с [ -а, а I. 2а 
О, и fi [-а, -л\ . 

Нетрудно видеть, что свертка двух функций, каждая из которых 
имеет конечный носитель, также является функцией с конечным 
носителем, причем если suppf = [ a,b] и suppg =[c,d] , то 
supp(f*g) = [а + с , Ь + d j . Используя этот факт, находим, что 
плотность распределения случайной величины Cj , j = 1,2,..., N, 
когда случайный вектор ( является треком, в соответствии с вы
ражением (8) имеет конечный носитель, сосредоточенный внутри 
интервала [ - N A , N A ] (т.к. ; фц < 1 для vi , j = 1,2,..., N ) . 
Если же компоненты вектора £ выбираются независимо, то носи
тель плотности распределения случайной величины Cj сосредото
чен внутри интервала [-N(a+A), N(a + Л)] в соответствии с (11) 

Таким образом, если 

Cjlf); > 1ЧЛ (12') 
для некоторого j = 1,2,..., N, то соответствующий вектор £ 
не является треком. 

Естественно, что решающее правило (критерий типа (12')) 
следует применять пр_и фиксированном j не ко всем реализациям 
случайного вектора (, а только к тем из них, которые ие удов
летворяют этому критерию на предыдущем шаге j - 1. Такая про
цедура позволяет значительно уменьшить среднее число операций 
на одну реализацию. 

Было проведено несколько экспериментов с использованием ЭВМ. 
В каждом эксперименте генерировались 10 треков, каждый из ко
торых представлял собой прямую i?(t) = at, исходящую из начала 
координат так, что в точке t t = 1 случайная величина 7)(tx), 
как и выше, была равномерно распределена на интервале [-а,а ]. 
В точках ск = к, к = 1, 2, 3, 4 (так что N = 4 ) производились 
измерения каждой из 10 прямых с ошибкой округления значения 
измерения, распределенной равномерно на интервале [0, Д ] . В ре
зультате было получено 4 совокупности Xj, J = 1.2,3,4,по 10 из
мерений каждая. Комбинируя произвольные элементы полученных 
множеств, получаем 10 4 реализаций случайного вектора (среди 
которых содержатся и 10 треков!). 
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По условиям экспериментов подпространство L M одномерно v, 
следовательно, порождено вектором 
<i4 - -Lrtl.S.3,4). * \ 30 
Отсюда размерность ортогонального дополнения L равна трам. Ба
зисные векторы <Ь\, Ф2, 5 3 в L (в силу произвольности их выбо
ра) определялись как дискретные многочлены, ортогональные 
на множестве из 4 элементов. 

Для удобства изображения для каждой_ из реализаций вычислял
ся не соответствующий коэффициент cj(y), а величина 0j= 
= cj(y")/ У ' , у £•№, представляющая собой косинус угла между 
векторами у и ̂ . В этом случае решающее правило не может быть 
записано в виде неравенства (12'). Вместо этого назначался не
который порог h, и по критерию 
С;(у)/ у : > h (]3) 

соответствующая реализация у исключалась из дальнейшего рас
смотрения как не являющаяся треком.Во всех экспериментах а=0.1. 
Л= 0,001. Некоторые результаты сведены в таблицу, е ячейках 
которой отмечается число отбрасываемых на каждом шаге векто
ров у. В последней строке указано окончательное число оставших
ся после применения критерия (13) векторов у, т.е. треков, для 
каждого из рассматриваемых значений h. 

В результате при h= 0,03 алгоритм оставляет 38 треков,вклю
чая 10 исходных (что также проверялось алгоритмом в процессе 
проведения эксперимента). Наличие дополнительных треков вполне 
объяснимо, их сепарация должна осуществляться з последующем 
(а не на стадии предварительной обработки). 

Таблица 

№ эксп. 1 2 3 4 5 
h 0,5 0,3 0,1 0,05 0,03 
fli 548 2715 6491 7662 7987 
h 3035 4062 2696 1970 1669 
h 7087 2274 544 308 306 

число треков 2913 949 269 60 38 

5. Рассмотрим теперь случай, когда ковариационная матрица 
ошибок измерений является диагонапьной, но не скалярной, т.е. 
K f = a 2 W , где W= diag(wt , w g , . . . , % ) и w f c > о, к =1,2,..., 
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В этом случав подпространство, ортогональное I. м , никак не свя
зано с подпространством, получаемым в результате декоррепяции 
матрицы К = К м + К (. 

Действительно, предположим, например, что s = l, так что 
ч(0 = ag(t) , где Dlul = U. Тогда К м = E-J-B Tn 
К . К М < К , , d i - g T . <,2W. 

Покажем, что вектор g не является собственным для матрицы К. 
Находим 

K M g = d.g.g"r.g = d lg 2 - g . 

Тогда 
к_= (К ,a%)g = d.g:2.g,<r2n". 
S M 

Для того чтобы вектор g был собственным,необходимо и достаточ
но выполнение условия 
Kg - Mg , 
или 

(й •.£•' 2 .<7 2W)5 = M g . 

Следовательно, 
w ,. J_(,, _ а i' 2) I, 

<т 2 

т.е. является скалярной матрицей при любом д, что противоречит 
условию. 

Рассматриваемый пример показывает, что непосредственное при
менение декоррепирующего преобразования Карунена - Лоэва в слу
чае диагональной ковариационной матрицы не дает правильного 
результата. Отметим, что этот факт является ограничением 
на применение метода, предложенного в работе 4 . 

Поэтому случай K f= o 2 W необходимо сводить к уже рассматри
вавшемуся. Выполняется это следующим образом. Полагаем Т = 
= W _ 1 ' a n рассматриваем новый случайный вектор £ ( 1 ) = Т£. Его 
ковариационная матрица имеет вид: 
К ( 1 > - Т . К - Т Т = (TG)C(TG) ' + C T

2TWT'=G ( 1 ).C-G < 1 )' t а'г1 . 
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Тем самым полу*ается новая модель, порожденная матрицей век
торов-столбцов 0 П ) : ошибки измерений имеют теперь одну 
и ту же дисперсию о ~. 

Последние рассуждения могут быть обобщены на произвольную 
матрицу ошибок К,, которая в силу своей положительной опреде
ленности всегда представима в виде квадрата некоторой матрицы. 

б. В заключение подсчитаем число операций, необходимых для 
реализации предложенного алгоритма предварительной обработки 
результатов экспериментов, а также рассмотрим вопрос о возмож
ности проведения вычислений на специализированном процессоре. 

В соответствии с решающим правилом (12) (или (13)) основной 
операцией алгоритма является вычисление коэффициентов с (у- , 
J = 1,2, ...,N -s разложения произвольного вектора у~% ь по
строенном базисе .'>'. Из (7) следует, что эта операция требует N 
умножений и столько же сложений. Т.к. число вычисляемых коэф
фициентов равноN-s, то в результате получаем, что общее чис
ло операций типа "сложение - умножение", затрачиваемых на век
тор у, равно ('N - s) N , что не соответствует сформулированному 
в начале статьи условию 3 (число операций не должно превышать 
CjN на вектор). Вместе с тем, как показано в п.4, решающее пра
вило позволяет отбрасывать часть векторов у из Ч после вычисле
ния каждого из коэффициентов с, и, следовательно, не вычислять 
для этих векторов последующие коэффициенты. Это значительно 
сокращает HI..ело операций, т.к. основная часть векторов у 
из множества Л отбрасывается уже после вычисления коэффициента 
Cj(y). В частности, в последнем из проведенных экспериментов 
(см. таблицу выше, последний столбец) после вычисления О, 
и применения решающего правила в виде критерия (13), остается 
2013 векторов (т.е. около 20%), а после вычисления о.г и снова 
применения критерия - всего 306. В результате на каждый из sex-
торов затрачивав!ся в среднем ке более 1,25 N(.\ = 4) операций 
гигз "сложение - умножение". 

Однотипность выполняемых операций наводит на мысль о возмож
ности реал/гации данного алгоритма на 'т;ециализирсб£пнсп про
цессоре. Можно предложить следующую структуру этого процессор?.. 
3 '.' однотипных умножителей заносятся коэффициенты 6 п , й,г,.... 
•I г;. Координаты у г у £. ...,yN предъявленного гектора ^'умно
жаются на зги весовые коэффициенты и результат поступает 
на с.ммзтор. Таким образом, на сумматоре формируется коэффи
циент с^у) . Дапее происходит сравнение полученного числа с вы
бранным порогом и, если критерий (например, типа (12)) выпол
няется, то соответствующий вектор помещается в буферную память. 
После выполнения указанной процедуры для всех векторов из Ч 
происходит перенастройка умножителей. В них заносятся весовые 

9 



коэффициенты dsi, <£ г г, ..., фп^ соответственно. Далее описан
ная процедура выполняется снова, но уже только для векторов 
из буферной памяти, память очищается, а результат (т.е. векто
ры, удовлетворяющие критерию) снова заносится в нее.Наконец, 
после выполнения (N - s)-ro цикла, в буферной памяти оказывают
ся записанными отобранные алгоритмом предварительной обработки 
треки. 

Такой специализированный процессор несложно реализовать 
и, очевидно, это позволяет сократить время обработки поступив
шего массива измерений. 
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UCOCKOI Г А , flocneno* А.С. РШ-91-4«« 
Применение дискретны* преобразований t задач* 
лредиарительной обработки результате! л<слврим*»тов 
а фишке высоких анергий 

в предположении, что траки заряженны» частиц, детектируемы* • Н иоорди-
иатиы» плоскости*, описываются линейной моделью с S ларам*грани, предла
гается мегод для отбора трек-каидидато». Этот метод "извлечения признаков" 
осневан иа дискретном преобразовании координат треке* • подпространство 
(М - S) признаков, олределячмых ковариационной матрицей модели. Метод обоб-
щ*м на случай неравноточчыч измерений Соответствующий алгоритм требует 
(N - S) операций на каждую проверку и допускает аппаратную реализацию. При
водятся результаты численного эксперимента, показываю*»» удовлетворитель
ную надежность метода. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматизации 
оияи. 
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Ososkov G.A., Pospelov A.S. РЮ-91-444 
Applications of Discrete Transformations in the 
Problem of Preliminary Data Processing for Experiments 
in High Energy Physics 

It is assumed that charged particle tracks detected in N coordinate 
planes are described by the linear model with S parameters. A method for 
the track-candidate selection is proposed. This feature extraction method 
is based on discrete transformation of track coordinates to the subspace 
of N - S features determined by the model covariance matrix. The method is 
generalized to the case of different accuracy of measurements. The corres
ponding algorithm requires (N - S) operations per every test and suites 
for hardware implementation. Results of numerical experiments are given, 
which show the satisfactory method reliability. 

The investigation has been performed at the Laboratory of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 
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