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Фокусировкой пучков ускоренных заряженных частиц приходится
заниматься не только специалй'Лтам-уС'Сорителыцикэм, но и физикод-
пользоилтедям. Для фокусяр-^Еки обычно используются магнитные
квадрупольные пинзы. Почти любая сдобная система ^ряиспортировки
пучке может быть разбита на участки, содержащие по одному тубле'П'
л'вдз, параметры которых .необходимо рассчитывать, чт ;>бы не терять
частицы на стилках иинопроводь и аоиучить заданные сечения пучка
в районе- коллиматоров к мишеней.

Поперечный размер пучка определяется отклонениями частиц от
оси системы транспортировки. При движении во внешних электрических
и магнитных полях эти отклонен.*ч в горизонтальной и вертикальной
плоскостях можно считать в первом приближении не зависящими друг
от друга, что с хорошей ^очнел'ию под'"зеродаегея практикой. Навдая
частица а пучке характеризуется, например, в горизонтальной плос-
кости отклонением JC ОТ ОСИ системы <> и углом «с между эт.. i осью и
направлением траектории частицы. Для малых углов можно считать.

, , . г/; сУх- .1 . ' ,

Таким образом, любая частица можб? быта представлена тонкой
с координатами / и / на, так называемой, фаэозой плоскости / I /

s

на которой все частицы пучка эанш'яют определенную ограниченную
область. Площадь этой области, деленная на я , называется эмит-
тансом пучка. Если поперечный размер пучка не диафрагмирован, а
определяется только амплитудами и фазами свободных колебг'Ий час-
тиц, то фигура, ограничивающая пучок на фазовой плоскости, явля-
ется эллипсом.

Изменение координат частицы у и у' при переходе от ,уюй
точки оси системы транспортировки у

{
 к другой точке ̂  определя-

ется решением уравнения движения по оси х на этом участке пере-
хода. Если участок длиной L свободен от силовых полей, то урав-
нение движения У"-о имеет решение r

L
 = s/L + /; , У / - У / .

Удобно пользоваться записью peiiieHi.i s матричном виде /2/. В этом



случае для свободного промежутка решение записывается в виде

Матриц? (М ) называете матрицей перехода,
Для фокусировки пучка в системах транспортировки широко при-

меняются квадрупольные магнитные линзы/3/. Каждая такая линза фо-
кусирует пучок в одной плоскости, например горизонтальной, и де-
£

ь
кусирует в другойт-вертикальной. Использование двух и более лини

дает возможность сфокусировать пучок в обеих плоскостях. Для учас-
тка, занятого фокусирующей квадрупольной линзой длиной t , ыатои-
ца перехода равна Г C k

{
где V'ljijj , Q - градиент магнитного поля в линзе, //у- импульс
частицы.- Для участка с дефокусирующей линзой соответствующая мат-
рица пережгу равна: /

с ь г Л
 & и е 1 Ъ \

J
При повороте пучка в горизонтальной плоскости на угол •? одно

родным магнитнь»' полем секторного магнита координаты г и У' меня-
ется согласно патрице перехода

£ ) , где (L - радиус поворота.
При прохождении пучком последовательно участков с линзами,

свободными прометками и отклоняющими магнитами результирующая
матрица равна произведению всех соответствующих матриц перехода,
записанных в обратном порядке. Предположим, система состоит из
располож иных ьдояь оси у двух линз одинаковой эффективной длины
-£ , разделенных промежутком длиной/ «причем первая линза фоку-
сирует в ̂ 'оризонтальной плоскости (./ , j ), а вторая - в вертикаль-
ной ( 1 , £ ). Градиенты магнитного поля в первой линзе Gr

f
 , во

второй - Cr
t
 , которые зависят соответственно от значений протекаю-

щего через линзы электрического тока. Пусть в горизонтальной плос-
кости эффективны!: лсточник находится на расстоянии р от входа в
nepE-ji линэу, а его изображение-на расстоянии L за выходом из вто-
рой линзы. Для вертикальной плоскости эти расстояния обозначим
соответственно f и Т .(рисД). Тогда решения уравнений движения
для горизонтальной и вертикальной плоскостей можно записать в виде
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 ВИДНО, ЧТО условием

тонусировки по J , т.е. условием минимальной величины ./
t
 при лю-

бых Г/ , является Q.IJL-0. Аналогично для вертикального движения

по £ условием фокусировки будет f
u
:(? . Таким образом, для *оку-

сировки пучка в оо'еих плоскостях ""ри известнь... параметрах ^ У, р

д ^ г необходимо решить систему из двух трансцендентных уравн^.-шй

относительно неизвестных к, и n
t
 , которые позволяют найти

мые значения градиентов (и токов) в каждой линзе. Решение этой

системы возможьо с помощьд d

Ц р _. &2

~ " " ' • •

г

Рис.I. Фокусировка пучка дублетом квадрг юльных

магнитных линз: а - в горизонтальной пдоскос-

ти Сх.у); б - в вертикальной плоскости ( \



В некоторых случаях ддн приблизительных оценок удобно пользо-
ваться, так называемым, приближением "тонкой" линзы /4/. В этом
случае матрицы перехода длл фокусирующей и дефокусирующей линз с
фокусныш расстояниями ^ и /

t
 соответственно равны

f '• О\ { * О \

причем длины линз считаются равными нулю, а все остальные размеры
по оси it должны быть соответствующим образом скорректированы.

Решение уравнений движения в этом случае принимают вид

r U f. /U. > Л * '7Hf, //(<> > \u;rWQJ\*r'))

В связи с тем, что фокусные расстояния фокусирующей и де^оку-

«ирующей линз соответственно равны

г I r *

то при равных длинах линз и градиентах магнитного поля они связаны

' между собой выражением / 4 / г. г ?/

(Использованы первые члены разложения в ряд Х- с^« и Л ( - ^ ),
Перемножение матриц с учетом того, что ^*£-=< ,Ч*Ь+*£ и ^• <%
дает следующую систему из двух уравнений относительно -/ и I :

-- о

где:

Решив систему (2) относительно неизвестных -i
t
 и f, , можно найти

значения градиентов в линзах из выражений

Г J
з 1'

С помощью калькулятора задача легко решается.
Напри-ер, для выбранных параметров p. <f, = 2,57 м, L 7'= 1,63 м,
/ = 0,32 м, £* 0,58 м, Лу= 1,053540 Тл«м решением являются'
/, » 0,932 м, .£= 0,6447 м, откуда !<*, = 1,44402, v*i = I,533bi,
т.е. <£-, =, 2,1968 Тл/м, ^ = 2;4776 Тл/м. Решение же системы (I)

6



трансцендентных уравнений с помощью ЭВМ для данного примера дало
значения £, - 2,1897 Тл/м и % = 2,4639 Тл/м.

Таким образом, приближение "тонкой" динэы дает неплохую точ̂ -
ность расчета, которая тем лучше, чем меньше эффективная длина
линзы по сравнению с расстояниями £*,/>, $, £,7*. v

Приведенный метод расчета, т.е. когда решается систем уравне-
ний А

л
= о

%
 £,

к
-о , является полной аналогией расчета условий фо-

кусировки линзами в геометрической оптике. Однако этот метод v •>
совсем подходит для расчета фокусировки пучков ускоренных частиц.
Он дает удовлетворительный результат, если размер оффективного
источника достаточно мал, а эмиттанс пучка приближается к кулю.
Этот метод годится также при расчете фокусировки проектов реакции,
вылетающих из мишени. В этом случав можно говорить о фокусировке
и получении изображения той области мишени, на котог'Ю попадает
первичный пучок ускоренных частиц.

В реальных условиях эмиттанс пучка не равен нулю.*В свободном
от силовых полей пространстве форма и наклон эллипса на фазовой
плоскости меняются. На рис.За показаны огибающие пучка в свободном
пространстве, например в горизонтально 1 плоскости, вдоль оси сис-
темы ь (линии со стрелками). В точке ?, пучок является сходдачм-
ся, его поперечный размер равен 1х< , на рис. 26 верхняя гасть
соответствующего зыу эллипса на фазовой плоскости наклонена влево.
В точке ^ пучок имеет минимальный размер £х, . Соответсвувдий

а • <*

Рис.2. Огибающие пучка в свободном пространстве (s) v

фазовые эляипси дня трех точек оси у: у, . j-̂  , y£ (6).



эллипс пучка расположен вертикально (прямо), т.е. без наклона ь
ту или другую сторону. Такой эллипс называется прямым и соответст-
вует месту минимального поперечного размера пучка, который назы-
ваете ч кроссовером пучка. После кроссовера пучок снова расходится
и в точг^ и

к
 имэет разк р Z J'

t
 , а соответствующий ему .эллипс имев!

накль.! вправо. Согласно теореме Лиувилля эмиттаноы всех трех эллш; •
?ов (их площади)-равны.

Если лзвестны полуоси Х
и
 и /, прямого эллипса и матрица аср>_-

xi.ii • •->)- (̂ ,/Й';, ̂  от этого кроссовера в нроизвольну. точку систем»i
транспортировки, то можно кайти значение огибающих пучка в это;"
точке Ст.ь- максимальные отклонения частиц по координате х v
углу .г'' ) из следующих выражений /2/:

Только в кр ссове; ?ь т-.е. . когда элли.ч.с .'рямоО: вьиюлниегск
равенство Х-Х1*- л ' Х ' • Учг"(тывая .̂ ,, ntl в.^-..-.-. •• и СЧ';^.?НЕ" Ш /-- "̂
это условие фокусировки кроссовера е крэссове> 13 rop.-.j'jb": х,;ьног";
плоскости можно записать в виде

<L,Lu.ti*XLa,,,4tl = О , (3>

Величина Х=
 Г
У_/, называется характеристической A.IV;HOI: пучка

и равна паестоянию* на котором пересекаются в свободном от силовых
полей пространстве зьаодлщие яз кроссовера две траектории частиц,
имеющие начальные коордк'аты {А,о ) к ( ?

Г
У/).

В работе Венфорда /5/ приводился о̂ .ций вид матрицы перехода
для фокусировки р-оссовера в кроссовер

где f-j/ > ̂ - произвольный параметр,- J(J - характеристическая
д:ина пучка в исходном кроссовере; j£ - то же в конечном кроссовере.
Исключая ? и про! • вольный параметр у> , можно получить это же урав-
нение (3), зазывают е элемент

1
! матрицы при Фокусировке кроссовера

в кроссовер.
Рассмотрим слу тай фокусировки кроссовера в кроссовер одной

тонкой линзой, например, в горизонтальной плоскости (рис.3).
Матриц^ перехода в этом случае буде иметь вид



Ч

I'rtc.li. Фокусировка кроссовера а лроссовер одной тонкой айкзой.

Если бы ИСТОЧНИК был точечный, а эмиттанс равен нул.., то условие
фокусировки было бы а и - ° » т.е. /х^-^-'О, что соотйетствует
хоро'ло известному уравнению ЛИНРЫ из геометрической C.ITHKH

Используя свойства матрицы пегвхода (4> дли фокусировки кроссо-
вера в кроссовер, находим.

откуда

LLsi- - -

1 -

Это выражение совпадает с уравмениен ккнзы в геометричаской опти-
ке только в случае, когда источник то4вчный, т.е. когда характе-
ристическая длина исходного пучка \'

4
 равна нулю.

Из матрицы перехода (5) и условия фокусировки кроссовера в
кроссовер (3) получается-уравнение для фокусного расстояния линзы

Это квадратное уравнение и поэтому имеет решение тохько при
условии Xf-JXflsр""? а , откуда следует, что при pzl • /̂  м кет быть
любым, а при \><L должны выполняться условия. ¥4 £ L- ^С-р

и

или У
4
г=г L + \Ju'-f-. Другими словами, ив всякий кроссовер может быть

сфокусирован в заданное место. Два решения квадратного уравнения
для S соответствуют двум вариантам фокусировки. Первое р^чии».
дает сфокусированный пучок минимаж лого поперечного сечения с
меньшей характеристической длиной пучка, т.е. кроссове, (рис.4^}.
Второе решение дает также прямой о;'ззд«, w- с боль .ей харантерис-



ос
1

\
а о

Рис.4. Два решения уравнения тонкой линзы: а - сфокусиро-
" ванный пучокi 6 - "параллельный" пучок.

тическо/t длиной (Р"С.40). По аналогии с геометрической оптикой
рторой случай соответствует получение почти "параллельного" пучка.

Используя общий характер свойств матрицы перехода при фоку-
су овке кроссовера в кроссовер, можно написать условия для фокуси-
ровки пучка двумя линзами в горизонтальной и вертикальной плоскос-
тях '-'щовременно:

 г

I bit
 v
ti ' •

Решение этой системы из двух трансцендентных уравнений позво-
ляет найти необходимые значения токов в линзах для получения крос-
соверов в заданных местах "системы транспортировки (£ и 7 ) , если
известны места расположения и параметры исходных кроссоверов, т.е.

боа<~е общих случаях, когда между исследуемым дублетом линз
и положениями кроссоверов находятся другие линзы с известными
параметрагч или 'отклонявши*- магниты, матрицы свободных промежутков
P/fy,i-, 7* за*, ляются на соответствующие цатрицы перехода от исход-
ных кроссоЕеро'* до первой линзы и от второй линзы до получаемых
кроссоверов» т.е. '

Для решения внетемы (6), с учетом выражений (7), нахоадения
*&, и 4K

t
 Ca сдедовательно и градиентов в обеих линзах) была сос-

тавлена программа для Э Ш . Вычислен»^ с помощью Э Ш дают четыре
пары р яений tf£, и rt?

t
 ( fr

t
 и <?̂  ). Они соответствуют четырем ва-

риантам фокусировки:

• 10



1) фокусировка по У и г ;
2) фокусировка по г , по г -"параллельный"пучок; "
3) фокусировка по * , по х ~1паралЛ9Льный

4
'пуч^{

4) по jf и по £ -"параллельный*
1
 пучок. *-"

Эти варианты на фазовых плоскости.. {X
t
J' ) и (£ * ) представлены

четырьмя комбинациями расположения пряыых эллипсов (рис. . ) .
Для уже рассмотренного случая расположения линз и кроссе

•т.е. при p ^ P ^ f c l u - L ^ L t t ^ r ^ r ^ i , p4,*f
ll
*b,*Kt--0

t
 ̂ =0.68 м,

f = 0,32 м, р„ш},
и
 = 2,57 м, i

ui
 7;, » 1,63 м, /^*1,0&3540

и для некоторых характеристических длин пучка Х\ v. f
t
 , на

получены значения градиентов при фокусировке по У и г
Таблица I. Зависимость решений от характеристических

длин пучка. '

/ , , A.

0 *
0,05
0,50
0,154
0,196
0,236
0,26
0,30
0,35

/ , , *
0
0
0
0,652
0,652
0,652
0,652
0,652
0,652 J

Gr<, ТА/»

2,1897
2,1882
2,1942
2,1743
2,1649
2,loJ0

1
} • решений нет

Ckt, "Г»/«
2,4639 s

2,4635
Й.46&8
2,4535
2,4510
2,4478
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Как видно из табл.1, раэлта'.£ s градиентах при фокусировке
по формулам геометрической онгккк ( ,^-£--<?) и при фояусироькь
кроссовера в кроссовер ( Х,Ф о . '•-\-~ о ) могуч.

1
 быть невелики.

Различия тем меньше, чем меньше значения %, и '£, .
Вычисленные градиенты в линзах, естественно, отличаютси

пр' ошибках а измерении расстояния p.j,L. T и особенно при
ошибке в определении эффективной длины линзы, что видно из ч&6л,2.

Таблица 2. Зависимость фокусирующих градиентов от
эффективной дпины линз и установочных
размеров

p*fr ' £.= Tt I I, ; Г Д.1 яинзы,! £ п линзы,! Пршечание
м ! м ! м ! м ! Та/и ! Тл/м !

2,0 1,0 0,58 - 0,32 2,6672 3,1966 #f*I,053b

•1,99 0,99 0,60 0,30 2 f50I3 3,1164 хзракт.длиьа
лучка:

2,0 1,05 0,58 0,32 2,5412 3,1298 ^-'?<-

2,05 IjO 0,58 0,32 . 2,5452 3,Id84 =0,1 м

Изменение энергии частиц влияет ча фокусирующие градиенты
незначительно. Для примера, приведенного в таил.2, изменение
энергии, например на Ь%,изменяет градиенты на 0,02#.

Если в системе транспортировки используются несколько дубле-
тов линз, как это имеет место в разводке пучка из циклотрона У-24о,
то при расчетах градиентов в каждом дублете по законам геометри-
ческой оптики значительно возрастает суммарная ошибка расчета всей
системы, т.е. в экспериментальном зале после•прохождения 4 дубле-
тов параметры пучка далеки от сфокусированного,

К сожалению, как об этом уже говорилось ранее, не любой крос-
совер можно сфокусировать в кроссовер в заданном месте. Программа
вычислений на ЭВМ в этом случае просто не находит решения. Однако
решение можно найти, если изменить какой-либо из параметров p,f L,т .

Теоретический анализ условий получения решения системы из
двух трансцендентных уравнений очень сложен (а простоя перебор
различных вариантов путем вычислений на ЭВМ занимает много времени.)
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Дин качественного анализа возможных вариантов решения задачи фо-
кусировки можно использовать приближение тонкой линзы. В этом
случае уравнения системы (6) будут иметь следующий общий вид: _,

- o °
J
 (8)"

где коэффициенты в.; зависят от p,L,s, °d ,Х, , a V; - иг 'f,T/st ,ei,i/,
Ксли в эти уравнения подставлять произвольные значения -

г
, , и

находить /. , то решение каждого уравнения дает две кривые на плос-
кости ( f, , fj ). Причем одна из кривых решения пэрвого уравнения
связывает графически значение /, и .к

 t
 при которых в гориг штадьной

плоскости получается кроссовер, а вторая кривая первого уравнения
соответствует получению почти'параллельного" пучка в этой же гори-
зонтальной плоскости. Аналогичный! образом две кривые решений BS-J-
рого уравнения системы дают связь f

t
 и К при получении кроссовера

и почти параллельного пучка в вертикальной плоскости." Точки пере-
сечения этих кривых дают четыре пары значений -f

4
 и /,., ко'тог .ie соот-

ветствуют четырем вариантам фокусировки,(см.рис.5).

Удобнее, однако, рассматривать вое на плоскости, где осями
координат являются градиенты обеих линз и положительные значения
градиентов соответствуют фокусировке пучка в горизонтальной плос-
кости. Для наховдения графических решений уравнений системы была
составлена программа вычислений на Э Ш с возможностью варьирования
различных параметров. На рис.6 представлены результаты решения сис-
темы (ti) графическим методом для уже рассмотренного случая р ^й^и'м
и L-T =1,63 м.

Любая система транспортировки пучка, состоящая из магнитов,
линз и свободных промежутков, может быть разбита на участки, со . р-
жащие по одному дублету квадрупольных линз. Для первого дублета
исходный кроссовер пучка определяется измерением эмиттанся выведен-
ного из ускорителя пучка. Положение полученного кроссовера после
первого дублета является i ^одным кроссовером для последующего дуб-
лета и т.д. Положения промежуточных кроссоверов могут ЭР

 -
аЕаться

в принципе произвольно, но с-облза^ег.ьньм учетом требований невы-
хода пучка за габариты (апертуру) ионсшрово/'.а. Расчет каждого дуб-
лета и определение градиентов в ;:;-:нзах можно выпслять различными
способами, указанными выше и /меаощми разную степень точтюст: т.е.
решением систем уравнений (4), (i", (ii).

Самым простым и, однако, наивнее точным,' я^тпе
1
. к метод решв-
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Градаент П линзы,
+ Тл/м

Рис, t>. Графическое изображение решений системы
уравнений: I - линия минимальных значений У ,
2 - линия "параллельного" пучка но У ;
3 - линия минимальных значений г ;
4 - линия "параллельного" пучка по £ .



ния системы (2), т.е. нахождение условий фокусировки по законам
лучевой (геометрической) оптики о испольао^.гц-шем nv ••.•!Ш*;ечи̂  тонких
линз. Этот способ позволяем ObiCT'.'ij найти ".'рг.̂ /̂ мы-.. с̂гсу.м-ме рассто-
яния линз одного дублета с ц-дибксР не (к,-чае Ьд>, что ль,

п
-;6тсл иногда

достаточным, потому что, как нра. ;ло, толк в обеих линиях могут быть
откорректированы по наблюдаемому эффекту ф'-.кусироьки, Е" ли и расчи-
тывается сложная система, состоящая via нескольких дублетов, о OJHJ-

ка значительно возрастает. Однако, подученные результаты расчета
могут служить нулевыми приближениями для оптимизации условий фокус-
ровки при использовании более сложных программ для ЭВМ, например
.аироко известной программы WtAHSPo&f [61.

Лрограмма решения на ЭВМ системы (6) тр -сцендентных нелиней-
ных уравнений написана на языке УЮР'ГРАН. Наиболее популярными *1ето-
дами решения систем нелинейных уравнений являются итерационные и
градиентные. В этой программе использован итерационный мвтсГд Ньюто-
на-Рафсона, как обладающий наибольшей скоростью сходимости. Т^збуе-
мая точность (б знаков после запятой) достигается обычно ja 5 -•- 8
итераций в зависимости от выбора начального значения аргументов.
Время, работы программы приблизительно в 3,5 раза меньше времени
программы, построенной на основе метода скорейшего спуска. Область
определения аргументов в системе уста лвливается заранее. Недоста-
ток метода Ньютона-Рафсона заключается в возможности возникновения
расходимостей при неудачном выборе начальных значений лли состоянии
системы нелинейных уравнений, склонной к вырождению. Этот недоста'"
ток обходится еще на этап*- итерационного процесса, если искомое
значение хотя бы одного из аргументов выходит за область определе-
ния. Проблема выбора начальных

1
 значений решается методом прохода

10 сетке, наложенной на область определения аргументов. Опытнь_.[ п,у-
тем было установлено, что для нахолщения всех решени: системы дос-
таточно шаг сетки сд-лать равным одной десятой от граничного значе-
ния области определения обоих аргументов. Система уравнений состав-
илась из условия того, чтобы эмиттансы горизонтального и вертикаль-
ного движений перед входом й дублет линз равнялись ироигведениям
огибающих х-к' и i"-f' в заданных местах новых кроссоверов. В боль-
шинстве случаев в процессе расчета по программе получается четыре
точных решения, при которых упомянутые произведения и исходные

эмиттансы равны. Практический интерес, корда нет точных
 t
зшений,

представляют случаи отличия этих произведений от исходных эмиттан-

сов на небольшую величину . (до 10 %). В -том случав числе решений,
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приближенных к точным, превосходит четыре. Такая возможность уч-
тена в программе, при этом на терминал выводится информация о числе
нгыденных неточных решений а их численные значения.

Последний вариант программы дает возможность пользователю рабо-
тать о ЭВМ в диалоговом режиме. Результаты расчета выводятся на тер-
минал и,, щ-•• необходимости, на АИЛУ. Все требуемые для работы про-
граммы параметры вводятся с терминала я в дальнейшем могут быть
изменены в процессе диалога с ЭВМ.
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