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t.B настоящей работе продолжены исследования, начатые авторами в 
111. Мы продолжаем изучать модель 

£ = щ + е, ч = Gtx, (1) 

где 9 — вектор модели со случайными параметрами а = (а, , . . . . as) и 
матрицей С, £ — /V-мерный вектор измерений и с — вектор случайных по
грешностей измерений той же размерности. Предполагается, что вектор по
грешностей е независим от вектора модели IJ и имеет известную ковариаци
онную матрицу К . Ковариационная матрица С s-мерного вектора парамет
ров а также предполагается известной, так что если Км — ковариационная 
матрица вектора tj (ковариационная матрица модели), то 

tCM = GCG1. (2) 

Таким образом, учитывая (2), а также независимость погрешностей изме
рений, можем записать 

К = Ки + К =GCGT+K , (3) 
M e с 

где К — ковариационная матрица вектора измерений £ . 
Под задачей предварительной обработки результатов измерений будем 

понимать разработку метода преобразования данных сканирования с коор
динатных детекторов в линейные трек-элементы [21. В дальнейшем эту за
дачу при условии существования исходной модели, то есть в случае, когда 
выполняются соотношения (1)—(3), будем для краткости обозначать через 
(С, К ). Здесь матрица G определяет модель физического эксперимента, а 

К — ковариационную матрицу погрешностей измерений. Задачу (G, Л ) (/ 
— единичная матрица), когда погрешности измерений некоррелированы, 
будем называть канонической для данной модели. Метод и алгоритм реше
ния такой задачи были рассмотрены авторами в работе [ 1 ]. Там же отмеча
лось, что общий случай коррелированных погрешностей измерений (когда 
Ке — сг Ж для некоторой положительно определенной симметрической мат
рицы ИО необходимо сводить к соответствующей канонической задаче дис
кретным преобразованием Т= W~in. В результате получается новая ка
ноническая задача {G, Ке), где 
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Cm W~U2G; Иг=- W~xnKtW~xn * W~u\a2W)W~xn = o 2 / , 

которая может быть решена разработанным методом. Такой а особ реше
ния задачи предварительной обработки, основанный в общем случае на ис
пользовании преобразования Т, связан с большими трудностями, так как 
общие методы вычисления матрицы W отсутствуют |31. 

Ниже показано, как можно преодолеть указанную трудность. 
Напомним, что разработанный для канонической задачи метод требует 

выделения подпространства, ортогонального подпространству модели, и 
построения критерия распознавания в этом подпространстве. Пусть LM — 
подпространство модели, то есть подпространство, порожденное вектор-
столбцами матрицы С. Пусть далее L1 — ортогональное дополнение для 
Lu. Аналогично определяем LM и L для соответствующей канонической 

задачи (G, К), К = crl. Заметим при этом, что L,. является образом под

пространства LM при преобразовании Т, то есть 

ZW = T V (4) 

Рассмотрим, наконец, подпространство T*L и покажем, что оно совпадает 
cL1, то есть 

1*L = *Л (5) 

Действительно, пусть х — произвольный вектор из подпространства LM и у 

— из подпространства T*L . В силу невырожденности преобразования Т (а 
следовательно, и 7*) тогда найдется вектор z в Атакой, чтоу = Г*г. Отсю
да получаем, с учетом (4), 

(х, у) = (х, Г*г) = (Гх, z) = О, 

так что имеет место включение Г*//1 С i}. И вновь учитывая невырожден
ность преобразования Т, выводим, наконец, равенство (5). 

2. Доказанное равенство (5) позволяет в значительной степени упро
стить процедуру применения критерия распознавания треков среди произ
вольных наборов различных измерений. Напомним, что в соответствии с 
разработанным в (1 | методом этот критерий в применении к задаче {G, Ке) 
с произвольной ковариационной матрицей К строится в терминах подпро
странства Lx соответствующей канонической задачи (G, at). Необходимо 
выбрать произвольный базис подпространства L1 и рассмотреть распреде
ления коэффициентов разложения образа набора различных измерений, то 
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есть вектора ТХ, по этому базису. Иначе говоря, если X « ТХ — образ не
которого набора различных измерений и f — вектор ортонормированного 
базисаподпространствз L , то изучаете» распределение случайной величи
ны Г(Л\ 0- Но в силу равенства (5) эта величина равна (X, е), где 
е * Г*Р С Lx. 

Отсюда следует, что переход от задачи (С, К() к задаче {G, <rt) не ну
жен. Достаточно рассмотреть произвольный базис подпространства £.х и, в 
полном соответствии со случаем канонической задачи, исследовать распре
деления скалярных произведений вектора X с элементами этого базиса. 
В результате получаем, что случай ковариационной матрицы К общего ви
да, то есть задача (С, К ), решается тем же способом, что и каноническая 

задача (С, а /}. 

3. Проведенные численные эксперименты подтвердили полученные те
оретические результаты. Как и в случае скалярной ковариационной матри
цы, в серии экспериментов генерировалось 10 треков, каждый из которых 
представлял собой прямую вида at со случайным параметром а, равномерно 
распределенным на интервале (-1/2, 1/2 \. Далее моделировались измере
ния каждого из треков в точках Л = к = 1, 2 ,3 , 4 с погрешностью округле
ния, равномерно распределенной на интервале ( -Д/2 , Л/2), и таким обра
зом, что погрешности соседних измерений были коррелированы с коэффи
циентом корреляции/}. 

Более подробно остановимся на формировании решающего правила от
бора тех совокупностей измерений, которые направляются на следующую 
проверку и в результате связываются в треки. Заметим, прежде всего, что 
если х. = at. — значения случайной прямой в точках измерений и е. — 
соответствующая погрешность измерения, то X. = х. + е. = at. + е., 
к = 1,2,3,4. Если теперь с ( — первый из базисных векторов подпространст
ва L1, то скалярное произведение 

4 4 4 
с, = (X, #,) = 2 Хкекх = 2 хкекх + J е 4 « 4 1 . (6) 

*=! к=1 к=\ 
В случае, когда набор значений (Xj, xy ху х.) получен от одной из случай

ных прямых, первое слагаемое в правой части (6) отсутствует в силу орто
гональности подпространства L подпространству модели L... Таким об
разом, 4 

С .=2*А. < 7 > 
к=\ 
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• этом случае. Если же набор значений (.*,, л 2 > <э< х+) получен от разных 
прямых, в правой части (6) присутствуют оба слагаемых. 

Рассмотрим плотность распределения случайной величины е, я каждом 
из этих случаев. Когда случайная величина <•, описывается соотношением 
(6), се плотность распределения/ (и) является сверткой (в силу нсзависн-

i 
мости погрешностей измерений от самих измерений) плотностей распреде
лений двух слагаемых. Обозначим их соответственно через / (и) и / (и). 
Нетрудно видеть, что 

/ х(") = / , ( " ) * • • • / ,<«) 

и 
/ £ (" )= / £ i (« ) * - * / £ < (« ) . 

причем область распределения /х(и) (ее носитель) содержится в интервале 
1-2, 21, а носитель/£(и) — в интервале |-2Д, 2Д J. Отсюда следует, что но
ситель плотности распределения/t. (и) содержится в интервале (-2(1 + Д), 

2(1 + Д) | для случая, определенного соотношением (6). Если же случайная 
величина с. определяется формулой (7), то плотность ее распределения со
средоточена на интервале |-2Д, 2Д ] в силу отсутствия первого слагаемого. 

На этом факте и основано решающее правило. Именно: к следующей 
проверке (вычислению скалярного произведения со следующим базисным 
вектором е, подпространства L ) допускаются те наборы X, для каждого из 
которых выполняется неравенство 

1с,1 = 1(Л-,е,)1 <2Д. (8) 

Аналогично (8) определены и иные критерии. 
В результате прошедшие все проверки наборы измерений объявляются 

треками. 
В условиях рассматриваемой модели был проделан большой объем экс

периментов при различных значениях А и р . Типичный случай результа
тов, когда Д = 0,01 (диапазон погрешности измерений составляет 1% от 
диапазона измерений) приведен в таблице 1. Отметим, что число наборов 
измерений, связанных в треки dVJ, слабо зависит от коэффициента корре
ляции р и колеблется в пределах от 57 до 12. При этом все «истинные» тре
ки, то есть наборы измерений десяти случайных прямых, также фиксирова
лись (что контролировалось в программе), прошли все три проверки и, сле
довательно, были связаны в треки. В других экспериментах (Д изменялось 
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Таблица I. Число наборов измерений N{, N2, N3 (треков). 
прошедших соответствующее количество проверок 

(модель — прямые, Д • 0,01) 

М *i if, 
-о.ьо 1200 240 40 
-0.49 1400 196 ЗЬ 
-0.4? 1400 224 43 
-0.44 1000 120 12 
-0.40 1200 144 24 
-0.34 1200 216 4Ь 
-072S 1100 154 22 
-0.19 1200 192 34 
-0.10 1100 132 20 
0.00 1200 16Б 26 
0.10 1000 120 12 
0.19 1000 120 12 
0.28 1100 132 20 
0.34 IG00 320 57 
0.40 1200 240 41 
0.44 1400 224 40 
0.47 1000 150 16 
0.49 1000 150 lb 
0.130. 1200 2IG 35 



Таблица 2. Число набором измерений /V,, /V2, N3 (треков), 
прошедших соответствующее количество проверок 

(модель — прямые, Д = О, I) 

*« Л1 ^3 
-0.50 4000 2720 1235 
-0.49 2900 I&I4 7G5 
-0.47 2300 1268 6G5 
-0.44 2G00 I32G 423 
-0.40 3100 1953 L59 
-0.34 3500 2205 1195 
-0.26 3300 2046 9G6 
-0.19 2100 6GI 212 
-0.10 28QG 960 286 
0.00 3000 1470 738 
0.10 2700 II34 538 
0.19 3300 I960 &I8 
0.28 2500 1225 449 
0.34 2800 I42G 535 
0.40 3400 2108 1038 
0.44 3800 2812 II50 
0.47 2900 1827 G77 
0.49 2600 1904 728 
0.50 4200 2352 1035 
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от 01 % до 5%) получены аналогичные результаты. Естественно, что число 
N3 треков уменьшается с уменьшением диапазона погрешности измерений. 
Так, в случае, когда Д • 0,001 и, следовательно, составляет 0,1 % диапазо
на измерений, число выделенных треков N3 изменяется от 10 до 24 при раз
личных значениях коэффициента корреляции р <все «истинные» треки по-
прежнему выделяются). 

Вместе с тем, когда Д увеличивается , то возрастает и число выделяе
мых треков. При Д = 0,1 < 10% диапазона измерений) Л/3 принимает значе
ния от 212 до 1 235. Факт уменьшения эффективности разработанного мето
да при больших погрешностях измерений очевиден, так как допускается 
значительно большее число вариантов связывания измерений в треки. За
ключая рассмотрение результатов этого эксперимента, отметим, что любо
пытная закономерность в значениях N. в таблице 2 связана со специаль
ным выбором базиса в подпространстве L . Две последние координаты пер
вого базисного элемента равны нулю, так что критерий проверки (8) для 
всякого набора измерений организуется лишь по первым двум координа
там, что позволяет значительно сократить число операций (а следователь
но, и время обработки), а также распараллелить вычисления. 

Во второй серии экспериментов была использована принципиально 
другая модель, а также увеличено число измерений. Генерировалось 
15 треков, каждый из которых представлял собой случайную параболу 
at + /?f с вершиной в начале координат, а параметры а и /J были равно
мерно распределены на интервале | -1/2 , 1/2] и удовлетворяли условию 
а + р = 1. Таким образом, подпространство модели LM было двумерным. 
Число измерений равнялось 6, а погрешности измерений могли быть корре
лирован ы и моделировались, как и в предыдущей серии экспериментов. 
Таким образом, объем перебора возрастал до 15 шестимерных наборов из
мерений. Тем не менее специальный выбор базиса в L1 позволил распарал
лелить вычисления и значительно сократить количество операций, так что 
на каждый из вариантов (при фиксированному) затрачивалось приблизи
тельно 15—20 секунд счета. Типичный результат приведен в таблице 3. 

Замечание. Относительно большое число полученных как в этом, так и 
в предыдущем эксперименте треков объясняется не только (а может быть, и 
не столько) величиной диапазона погрешности. Дело в том, что специаль
ный базис, выбираемый в подпространстве L1, не является ортогональным 
и, кроме того, никак не связан с ортогональным базисом в подпространстве 
L , по которому, в соответствии с построенной теорией, и должен реализо
ваться критерий отбора. В результате эти критерии могут быть коррелиро-
ваны, что приводит к увеличению числа распознаваемых «треков». 
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Таблица 3. Число наборов измерений JV, , /V2, NyN4 (треков), 
прошедших соответствующее количество проверок 

(модель — параболы, Д « 0.01) 

л/< * v 3 V, 
-0 .50 310500 23650 3600 925 

-0 .49 36II25 28800 5685 1415 

-0 .47 226125 I4I75 1845 380 

-0 .44 216000 15525 2550 591 

-0 .40 263250 15300 12900 210 

- 0 . 3 4 354375 47925 10650 3233 

- 0 . 2 8 I75G00 II925 1725 388 

-0 .19 239655 I9I25 2895 526 

-0 .10 I99I25 14625 1890 393 

0.00 158625 8550 990 149 

0.10 175500 10575 1365 365 

0.19 I72I25 21600 5025 1297 

0 .28 236250 13725 1620 212 

0.34 273375 19575 3075 651 

0.40 205875 15750 2340 588 

0.44 229500 19800 2940 734 

0.47 226125 24300 3105 720 

0.49 354375 27300 4735 I I59 

0.50 313875 48600 9720 2685 
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4. С этим недостатком можно справиться, пропуская полученные «тре
ки» через дополнительные проверки, либо построив базис в подпространст
ве Lx, для чего необходим, как отмечалось выше, явный вид дискретного 
преобразования Т. Один из таких случаев рассматривается ниже. 

Пусть ковариационная матрица погрешностей имеет следующий вид: 

1 р ..fil0 .. 

К =о< Р I <9) 

что соответствует марковскому процессу 1-го порядка. Рассмотрим новую 
задачу порожденную матрицей модели СЛ \ столбцами которой 
являются векторы 

а ковариационная матрица измерений К^ является циркулянтом, первая 
строка которого имеет вид 

(Up р',0,...,0,р' р); (10) 

остальные получаются из нее циклическим сдвигом на соответствующее 
число элементов вправо. Нетрудно видеть, что К из (9) является подматри
цей расположенной в се правом нижнем углу. Известно |4 |, что диск
ретное преобразование Фурье диагонализирует матрицу-циркулянт. 

Вычислим диагональные элементы соответствующего результата. 
Пусть D = FK^^F* = diag (</Q, </,, ..., t / / | + / _ , ) , где F— матрица дискретного 
преобразования Фурье с элементами 

Элементы ky' циркулянта /С* ' могут быть записаны в виде 

(11) 

(12) 

гдс(А0,..., A + F _ | ) —его первая вектор-строка, а знак точки над арифмети
ческой операцией означает, что эта операция выполняется циклически по 
модулюп + / — I. Далее, используя выражения (11) и (12), последователь
но находим 
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c = 0 / i - O i-=0 >« = 0 

II + / - I H + / - I _ M + / - | / « + / - l \ . 

2. 2. Д.,. ifiKfkf, ~ 2» 2. -^7^1 
^ * 0 v - 0 » , и 0 >i"0 «P|- t o '7+7^TK* 

= 2 С Х р | - 2 л , _ 5 ^ _ ) ^ . 
v = 0 

Подставляя в последнее выражение вместо к их явный вид из (10), на

ходим i t -
*k-J 2 p"' lexpi-^^ r r}=a2 l + 2 2 ^ « Ь Т ^ Т 

(13) 
Таким образом, применяя преобразование Фурье к задаче 

получаем новую задачу (G^ , К*°£), для которой а ковариаци

онная матрица погрешностей имеет диагональный вид с 
элементами, определенными соотношениями (13), на главной диагонали. 
Наконец, полагая G = D' где D — диагональная матрица с элемен
тами из (13), получаем задачу {С, К.), для которой ковариационная матри

ца К = D~ -/О £• D является скалярной. При этом преобразование 

Т, переводящее исходную расширенную задачу в каноническую, имеет вид 
— 1/2 

Т' = D -F, что позволяет определить как структуру модельного подпро
странства LM, так и его ортогональное дополнение L1. 
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I IPMMCHCIIHC декретных преобразований а задаче предварительной 
об|К1б»тки результата экспериментовв физике высоких энергий. 
Случай коррелированное»! шч-ренпиктей измерений 

II настоящей pjrtoic продолжены нсследоаани» 1и) предварительному анализу треков 
элементарных часгнч а линейной модели с s параметрами. Метод отбора трек-кандидатов но 
данным их тчерений • N пиках путем дискретного преобразования асех возможных комби
наций точек а подпространств» N - S признаков обобщен хксь на аажный случай коррели
рованных погренничтей измерений, соответствующий, • частности, наличию чштжратного 
рассеяния. Возникающие при зтпч вычислительные трудности, связанные с необходимость*» 
извлечения корня из ковариационной матрицы измерений, преодолены • общем случае с 
помощью последовательного применения простых пороговых критериев. Для случая, когда 
ковариационная матрица определяет трек как марковский процесс, найдено точное решение. 
Приведены результаты численных женермментов. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматизации ОИЯИ. 
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The given paper continues the study for the preliminary analysis of elementary particles tracks. 
Assuming a linear model with S parameters for a track measured in N points, a method was proposed 
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