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I. ВВЕДЕНИЕ 

Вычисление полного числа световых квантов оптического тормозного 
излучения (ОТИ), испускаемого заряженной частицей, движущейся в про
зрачной среде со скоростью выше порога возникновения излучения Вавило
ва — Чсрснкова (ИВЧ), представляет трудность в связи с обращением в 
ноль так называемой «черенковской скобки» (1 — рп Cos д) в знаменателе 
соответствующих формул. Так, например, в [I | при сравнении интенсив-
ностей ОТИ и ИВЧ использовалась следующая формула для углового рас
пределения числа фотонов ОТИ N ^ . (справедливая в области малых из
менений скорости частицы А/3): 

dNToP« «n (Afl» S i n ' » * , • 
" * ' 4л 2 (1 -pnCos6>) 4 ш 

где а — постоянная тонкой структуры, п — коэффициент преломления сре
ды, о) — круговая частота испускаемого излучения, в — угол наблюдения 
излучения, <1Q — элемент пространственного угла. Для получения полного 

..Торм 

числа тормозных квантов N , в соответствии с (1) из углового распреде
ления тормозного излучения необходимо было исключить область углов, при
мыкающих к характерному черенковскому углу 0,,. = arcCos -w~, определен
ную довольно произвольным образом из-за отсутствия четких критериев. 

В [2 | при рассмотрении движения частицы в неограниченной прозрач
ной среде и наличия скачка в ее скорости делается заключение о том, что 
для скоростей fin > 1 формула для интенсивности излучения, испускаемого 
частицсй.сводитсл к известному выражению Тамма — Франка для ИВЧ, 
возникающего независимо на двух участках траектории (до и после скач
ка): 

•ft 
d<o, (2) 

где v — скорость частицы, с — скорость света в вакууме, £ — диэлектриче
ская проницаемость среды, 2Г — время пролета частицы в среде. 
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Таким образом, при Т -» <*> все излучение полностью сводится к ИВЧ, а 
тормозным излучением, возникшим в результате ускорения заряда в мо
мент скачка скорости частицы, можно пренебречь. 

Франк (3 ] при рассмотрении излучения при равномерном движении за
ряда по ограниченной траектории и наличии скачка в скорости сделал по
пытку формального разделения тормозного излучения и ИВЧ путем иск
лючения интервала углов ДО, примыкающего к характерному черенковско-
му углу: ~ 

Д 0 = 1 % Л ' < 3 ) 

где А — длина волны наблюдаемого излучения, R — расстояние от частицы 
до точки наблюдения излучения. Однако оба эти излучения в данном слу
чае, по его мнению, строго говоря, неразделимы, так как вблизи черенков-
ского угла одно излучение плавно переходит в другое. Аналогичное выска
зывание содержится и в работе [4). 

Такая ситуация представляется нам весьма странной, поскольку при
нято считать, что ОТИ и ИВЧ весьма различны по таким своим свойствам, 
как спектральное распределение энергии, полная интенсивность излуче
ния, зависимость интенсивности излучения от массы частицы, наличие по
рога, направленность, зависимость угла максимальной интенсивности от 
энергии частицы и др. (см. [1 ]). Кроме этого, оба излучения имеют и одно 
принципиальное различие: тормозное излучение испускается всякий раз, 
когда частица испытывает ускорение, а излучение Вавилова — Черенкова 
может испускаться лишь при ее равномерном движении. Так почему же 
возникают такие трудности с разделением столь различных излучений? 

В 1939 г. Тамм |51 рассмотрел следующую задачу: частица, находяща
яся в прозрачной среде, из состояния покоя мгновенно ускоряется до скоро
сти v, затем движется равномерно с этой скоростью в течение конечного 
промежутка времени 2Тив конце своего пути / = 2vT мгновенно тормозит
ся до скорости v = 0. Реально такая задача может быть представлена, на 
пример, как процессуЗ+-распада, происходящий в прозрачной среде (мгно
венный старт), с последующей аннигиляцией позитрона (мгновенная оста
новка) или как процесс /3~-распада с последующим захватом электрона 
ядром. Излучение, возникающее в указанном выше процессе, согласно ра
боте Тамма [5 ] описывается формулой: 

W = -=-£- f nJ (w) dot, Цш)= fq2(a>) Sin3 в dB, 
л с 0 

Sin Ito t 0 ( l -PnCasd)] 
Q = 1 -finCose ' ( 4 ) 
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где W — полная энергия, излученная зарядом на пути / = 2w 0. Формулой 
(4) обычно пользуются при вычислении интенсивности ИВЧ, испускаемого 
частицей в радиаторах конечной длины (см. работы [6—9 |). 

В работе {101 нами была подробно проанализирована формула (4) и 
было показано, что все излучение, описываемое этой формулой, может 
быть представлено как результат интерференции двух тормозных излуче
ний, испущенных зарядом при его мгновенном старте и мгновенном тормо
жении, введенных в постановке задачи. Согласно 1101 угловое распределе-

Гамм нис числа фотонов N , можно записать в виде: 

,г.,Томм I ,2у,ТоРМ\ ,«> 

— I Cos о , или я * 1 . = 4 dQdX dQdX I 

2 „Тамм 
d Nn* 1 anl2.. 2 a / S i i i X \ 2 

_ _ _ = _ _ _ s m ^ _ _ j , г д с 

д = Х+<р/2; Х = щ(\ -fin CosO), 
,г.горм 

d Nn * I = anfi2 Sin2 б 
dQdX 4 д2д ,j _ й . г „ й ! 

(6) 
/1 -/SnCosflV 

о2»:::: 
В формулах (5), (6) введены следующие обозначения: —jrwjj угло

вое распределение квантов тормозного излучения, испускаемого частицей 
при мгновенном ускорение из состояния покоя до скорости v (или при се 
мгновенном торможении от скорости vao скорости v = 0); <5 есть полная раз
ность фаз обоих интерферирующих излучений; X— разность фаз, возника
ющая вследствие разности хода обоих излучений; у — первоначальная раз
ность фаз (в нашем случае <р = л из-за разных знаков ускорений в начале и 
в конце пути частицы); v — постоянная скорость частицы между момента
ми мгновенного старта и мгновенной остановки; / — длина пути, пройден
ного частицей с постоянной скоростью; А — длина волны испускаемого из
лучения; а — постоянная тонкой структуры; п — коэффициент преломле
ния среды; с/Й — элемент телесного угла. 

Таким образом, как это следует из работы 1101, частица при своем дви
жении с постоянной скоростью не излучает. Постоянная скорость влияет 
лишь через фазу на интенсивность результирующего излучения. 

В связи с работой 110] нам представляется интересным провести также 
подобный анализ классической формулы для ОТИ и исследовать его связь с 
ИВЧ. Этому анализу посвящена данная работа. 
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2. АНАЛИЗ КЛАССИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЫ 
ДЛЯ ОПТИЧЕСКОГО ТОРМОЗНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

В ПРОЗРАЧНОЙ СРЕДЕ 

Формула для углового распределения интенсивности излучения части
цы, движущейся по закону, представленному на рис.1 (частица в момент 
времени /. = — Т из состояния покоя мгновенно ускоряется до скорости v., в 
момент времени 12

 = 0 мгновенно меняет свою скорость с v. на v, и в конце 
своего пути 1 в момент времени I. = + Т мгновенно тормозится до скорости 
v- = 0), с учетом диэлектрических свойств среды была впервые получена в 
работе Газазяна и др. 1111: 

г „У 12 ,Газ_ yejie dN,ai = 

Sin z 

+ !«, s i -

Sin 

4ft с 3 л 2 
ш dm 

Sin' 
"(со - JPvj)T 

\n,7t\-
-Г? 

Sin 

(со - Jtfyf 

+ 2[Jt,v{\\n,72\-

(ty - Jtv'AT 

TO 

w — Tv"2 

•Cos 

Uw-Ц) + (Ш-Щ)у, 

aa 
(7) 

где i?= —Veft /?, 2T — время пролета частицы в среде. 

• t 

t=-T £ 0 V * T 

Рис. I- Закон движении в прозрачной среде 
частицы, испытавшей один акт мгновенно
го изменения скорости, использованный 
при выводе формулы для ОТИ 
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Расссмотрим два частных случая формулы (7): 
а) частица в момент времени /, = 0 не меняет направления своего дви

жения и происходит лишь изменение скачком абсолютного значения ее 
скорости с I vj I на I vA • Тогда формулу (7) можно записать в виде (jt = 1): 

где Л", = 

JQJX ~ X \}\} Х 

Sin2e 
Sin 2*, 

х] 
Sin 2 * , 2 Sin A". Sin X, 

+ х] х,х2 

nl .. ^ „ч „ Л/ ,, „ щ ( ! - /» ,« Cos0 j ; Х2 = щ(\-Р2пСюву 

б) частица в момент времени 12 = О мгновенно меняет направление сво
его движения, но сохраняет при этом неизменным абсолютное значение 
вектора скорости (1?|| = li^l = 1»^). Тогда 

«Ч:, папА 'Sin0, Sin A",' 
+ 

Cos( 

Sin в2 Sin X2 

{ *2 J 
X, + Х2), 

dQdX ~ X \2Л] ) 

2 Sin0. Sin A-

+ 

, Sin в2 Sin X2 

х2 

+ 

Cos( 

Sin в2 Sin X2 

{ *2 J 
X, + Х2), (9) 

где х\=ш(х~Рп C o s ei) ; ^2 = Ж (' ~ ^ " C o s в2) > в1 и в 2 _ У г л ы 

между направлением вылета фотона и скоростями v*. и vL соответственно, 
уЗ = vie. 

Сравним теперь формулы (8) и (9) с формулой для результирующей 
интенсивности / двух интерферирующих волн с неравными амплитудами 
«,, а2 (см. |12|): 

/~А2 = а 2 + a 2 + 2a,e2Cos<S, (10) 

где д — соответствующая разность фаз. 
Мы видим, что обе формулы (8) и (9) можно представить как результат 

SinX, 
интерференции двух волн различных амплитуд а, и a 2 ( a i e—у— и 

Sin ЛГ2 

а, — —у—) со взаимной разностью фаз 6 = А", + Х2. 



Чтобы дать точные выражения для угловых распределений обоих ин
терферирующих излучений, получим поочередно пределы формулы (8) 
при /3, -» 0 и р. -» 0. В первом случае ф2 ~* ^) имеем: 

dSldl 

Sin' 
'л7(1 - 0 , *Cos0y 

п а 
Д 

Sin 2e-
2ДЛ 

л7(1 -/S пСо$в)\ 

а во втором: 

dQdX 

SinJ 

2Д/3, 

па 
д й S i n e" 

M/L 

( I I ) 

(12) 

/л/(1 -р2п Cosв)\ 

гхр2 

Формулы (11) и (12), как это и должно быть, совпадают с формулой 
Тамма (4), записанной в новой записи (5), описывающей угловое распреде
ление интенсивности излучения частицы, движущейся со скоростями /3. ~ 
на пути, равном 1/2. 

Таким образом, формулу (8) можно интерпретировпть как результат 
интерференции двух излучений различных амплитуд, возникающих на 
первой и второй половине пути частицы, угловое распределение каждого из 
которых описано своей формулой Тамма. Взаимная разность фаз обоих ин
терферирующих излучений при этом равна 

711 П -PtnCose\ + 2 j^ j (I -P2nCosO\ 2/?,д (13) 

' На рис.2 представлен расчет по формуле (8) для случая движения час-
.-ицы в среде, когда обе скорости /8. и р2 выше порога возникновения ИВЧ 
(fil п > 1; Р2п > 1). В угловом распределении излучения на углах б ( 4 = 
= arcCos l/p.n и 9 , . = arcCos Up~n отчетливо виднк' главные максиму
мы, вблизи которых можно различить и несколько максимумов высших по
рядков первичных излучений, возникающих на первой и второй половинах 
пути и описываемых соответствующими формулами Тамма. Такое четкое 
выделение обоих главных максимумов возможно лишь благодаря относи
тельно большой разнице в скоростях /9. и /L, вследствие чего взаимная 
разность фаз интерферирующих излучений 6 > > л. В случае, когда обе ско
рости мало отличаются друг от друга 0 < < л), интерференция обоих излу-
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"»(&»ЙН 

1,4 1.2 1,0 0,8 0,6 0,4 

10x8,1 • ] 
0.2 0.4 0.6 ОД 10 О 1.4 

10x8.1*1 

Рис.2. Угловое распределение излучения, возникающего при движении заряженной 
частицы в прозрачной среде по закону, приведенному на рис. 1. Обе скорости частицы 

v. v 
ф — —, р = —) превышают пороговую скорость возникновения ИйЧ: ^ = 

= 0,90999395; flt = 0,9949950; Л/5 = 5,25-10'"'; п (воздух) - 1 0 0 0 0 0 6 2 ; 

к = 400 нм; / = 4 м 

чен;!Й приводит к с: сшиванию главных максимумов и между ними возни
кает один общий центральный максимум (см. рис.3). 

В предельном случае /3, = /32 = /3 (т.е. когда нет скачка в скорости) воз
никает излучение, угловое распределение которого описывается формулой 
Тамма, но для полного пути частицы /. Действительно, при /3. = /3, = fj из 
(8) получаем: / 2 

(14) 
X' 

^ £ \ _ па /Л 2

 2 S i n 2 * 

где 

л/ х = Л (1 -PnCosey 

2 Там* 
п*\ 



—г—i—"i **r* 

1.2 1.0 08 0.6 0,4 02 0 0.2 0,4 0.6 OB 1.0 1,2 

10x8,1 • ] Юхв.|«1 

| 'ис.З. То же, что и на рис.2, но для Л/J = 1,317-10" 

1.2 1.0 0,8 0,6 0,4 0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 1,2 

10x8,1') 10хв,С1 

Рис.4. То же, что и на рис.2, для Д/? = 0. Угловое распределение совладает с угло
вым распределением, рассчитанным по формуле Тамма (5) 



Расчет по формуле (8) для случая /8. = /L = /3 представлен на рис.4. 
Угловые распределения излучения, рассчитанные по формуле (9) для 

случая (6) (частица мгновенно меняет лишь направление своего движе
ния), представлены на рис.5—7. Система координат пру расчетах выбрана 
так, что ось Z совпадает с биссектрисой угла между скоростями wj и v.. 
Тогда в] = в - Д в и в2 = в + Д 0, где Д в = ()=vj v^)/2. На рис.5 представ
лены результаты расчета углового распределения излучения, возника
ющего при мгновенном отклонении частицы на угол Дв > в„., где 
в... = arcCos \/fin (конусы ИВЧ не пересекаются). На рис.6 представлен 
случай пересечения конусов ИВЧ, однако главные максимумы в рассматри
ваемой плоскости еще находятся далеко друг от друга и поэтому они не сме
шиваются. На рис.7 представлено угловое распределение излучения, воз
никающего при отклонении частицы на небольшой угол Д в (по сравнению 
с шириной главных максимумов), когда уже происходит смешивание глав
ных интерференционных максимумов. Так же, как и на рис.3, видно, что 
между главными максимумами возникает один общий центральный макси
мум. При Д в = 0 угловое распределение совпадает с угловым распределе
нием, представленным на рис.4, т.е. оно полностью определяется формулой 
Тамма (5) для длины пути частицы, равной /. 

Рис.5. Рассчитанное по формуле (9) угловое распределение излучении, возникаю
щего при мгновенном изменении направления движении частицы: /J = 0,999994475, 
п = 1,0000062,1/Х = 5-10',* = 400 нм, Лв = 0,1°, Д в > в а , где« c l l = arcCos I//Зи 
(конусы ИВЧ не пересекаются) 
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•"•^•Iffit-l 

1.4 1,2 1.0 0.8 0,6 0Л 0.2 0 0.2 ОЛ 0.6 0» 1.0 12 U 

в х 10.14 вяЮ,[*] 

Рис.6. То же, что и на рис.5, но для А в = 2,87-10~ 2 (конусы ИВЧ пересекаются) 

d*N . , Phot, 

14 12 1,0 08 0,6 0Л 0,2 0 0.2 ОЛ О.б ОД 1.0 1.2 14 

ЮхвД'1 Юхв.1'1 

Рис.7. То же, что и на рис.5, но для малого угла отклонения частицы Аб = 5* 10 
(сравнимого с угловой шириной главных максимумов) 
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В случае, когда / -» <*> и /3. 2 п > 1, как это было правильно замечено в 
работе [11|, формула (7) сводится к выражению для ИВЧ, возникающего 
независимо на двух полубесконечных участках траектории частицы. Мы 
показали теперь, что в общем случае (любые I и любые /3 л) формула (7) 
сводится к двум формулам Тамма, описывающим излучения на первой и на 
второй половинах пути, но не взаимно независимые, а интерферирующие. 
При /-» оо интерференцией обоих первичных излучений можно пре
небречь, и полная интенсивность излучения сводится тогда к простой сумме 
интснсивностсй излучений, возникающих на первой и на второй половинах 
пути (т.е. оба излучения можно в случае / -* °° считать независимыми). 

3. ПРИБЛИЖЕНИЕ МГНОВЕННЫХ УСКОРЕНИЙ 

Как указано выше, в работе |б | формула Тамма полностью объясняется 
как результат интерференции двух тормозных излучений, возникших при 
мгновенном старте частицы в начале пути н при се мгновенной остановке в 
конце пути. Учитывая изложенное в п.2, формулу Газазяна и др. (7) можно 
интерпретировать как результат интерференции четырех тормозных излу
чений, возникших при ускорениях, имеющих место в постановке данной 
задачи: 

1) излучения, возникшего в момент времени I. = —Т при мгновенном 
старте частицы со скоростью v! (см. рис.1): 

dNTpm ^l^M.^dQdJ. Щ1] ; (15) 

2) излучения, возникшего в момент времени /, = 0 пр:'. мгновенном 
торможении частицы от скорости i\ до vj = 0: 

dN- = i z—- du> d\i л*- (16) 

3) излучения, возникшего в тот же момент временя /, = 0 при мгновен
ном старте частицы, но с другой скоростью vl: 

„старт е ft •Je ft w 1"> v2 dN-, = i ^ т du> dbl Ac 4 л 2 t.2" <u — H?-
(17) 

2 

4) излучения, возникшего в момент времени (3 = +Т при мгновенном 
торможении частицы от скорости vL до скорости vi = 0: 
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df^^4±£.a>AodQ 

( In, v2 I 
Ac Ал' i - JcvL (18) 

Присутствие всех четырех мгновенных тормозных излучений (15) — 
(18) в формуле (7) можно наглядно продемонстрировать путем стремления 
Т-* а>, когда интерференция удаленных первичных излучений исчезает. 
Как было показано в работе | II |, при Т -» <х> формула (7) принимает вид: 

t/NTo3 = ^fiVejiwd(udQ 

he 

'' рч/е/л 
he Ал' 

Ал' 

:dw dQ 

f -* - * i \ In, v. ]\ 

|я. v, 1 
ж 
l*,?2\\ 

i — Jcvi со — TcvL 

' ft •Jefi 

he An1 
: dw с/Я 

? * n 2 \п,7г\\ 
ui — Й£ (19) 

Как видим, в формуле (19) первый и третий члены соответствуют излу
чению, испущенному при мгновенном старте частицы со скоростью i\ в на
чале пути (см. формулу (16)) и при ее торможении от скорости vl до состо
яния покоя вконце пути (см. формулу (18)). В работе [II | излучение, опи
санное первым и третьим членами формулы (19), называется излучением 
при «остановках». Именно эти два тормозных излучения из-за большой 
удаленности точек их испускания не интерферируют и поэтому в результи
рующем излучении (19) их интенсивности присутствуют в виде простых 
слагаемых. 

Второй член формулы (19) описывает излучение, возникающее при 
мгновенном изменении скорости частицы с î  на i^. 

Этот член можно интерпретировать как результат интерференции из
лучения, испущенного при мгновенном торможении частицы, двигавшейся 
со скоростью vj, и излучения, возникшего в тот же момент времени при 
мгновенном старт г частицы, но уже с другой скоростью \и. При движении 
частицы в вакууме в случае, когда имеет место мгновенное изменение ско
рости, как это было показано в 1131, амплитуда результирующего излуче
ния равна алгебраической сумме амплитуд при мгновенной остановке час
тицы с последующим мгновенным вылетом в другом направлении, т.е. име
ет место суммирование амплитуд первичных излучений, а не их 
интенсияностей. 

Полную же формулу Газазяна и др. (7) с помощью приведенных выше 
четыр. < мгновенных тормозных излучений (и 

сать тогда в виде: 

[а' N„_. ,/dQdA) можнозапи-п * I 
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dSidX 

d2NT0PM.^ 

dQdX S i n 2 X , 
'AvJ*^ 

dQdX Sin 2 X., 

+ 2 
/ ^ j v w - л 

da di 

-,1/2 

Sin 2 X, 

где 
d2NToPM 

dii 

d N2 

dQdX 

/d2NToPM. 

aP2\« S i n 2 0 

!<hr\Sin2x2 

Л / 

1/2 

Cos (X, + X 2), 

(20) 

-7j— = , ?; X. = I F T /1 - / 3 , " Cos6\ ; 
«Я 4я2А / l - / ? , n C o s e \ 2 ' V i M П / 

a ^ 2 " Sin 20 д / 
4я2Л / l - / ? 2 « C o s 0 \ 2 2 W \ 2 i 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

ДЛЯ вычисления интенсивности тормозного излучения мягких квантов, 
испускаемых частицей при ее движении в прозрачной среде, обычно поль
зуются формулой Газазяна и др. (19), причем из нее исключается первый и 
третий члены, связанные с тормозным излучением, испущенным в начале и 
в конце траектории. Формула для углового распределения числа фотонов 
ОТИ в этом случае принимает вид: 

«2<ZV 
t/ft dX Пс 4 л

2 i ' — JST, ш - Ic?-

(21) 

Как показано в настоящей работе, исключение тормозных излучений, 
связанных с концами траектории частицы, возможно лишь в случае, когда 
длина пути частицы бесконечна (1-* <*>) и когда ее скорость не превышает 
порог возникновения ИВЧ (fin < 1). В случае же конечной траектории час
тицы, при /Зп > 1, отделение излучений, возникших в начале и в конце пути 
частицы, от излучения, возникшего при мгновенном изменении скорости 
частицы, становится принципиально невозможным. Тормозное излучение, 
испущенное на концах траектории частицы, интерферирует с тормозным 
излучением, возникшим при изменении скорости частицы с vj на i^, в ре
зультате чего излучение при fin > 1 вследствие такой интерференции при
обретает черенковский характер: появляется главный интерференционный 
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максимум. Поэтому разделение общего углового распределения на излуче
ния типа «черенковского» и типа «тормозного» всегда будет условным. Чет
кую границу между ИВЧ и ОТИ в этом случае определить нельзя. 

Но в таком разделении, по нашему мнению, и нет никакой необходимо
сти, поскольку все излучение, описанное полной формулой (7), как это 
видно из (20), возникает в результате интерференции одних только тор
мозных излучений. И если стоять на классической позиции, что ИВЧ — это 
особое излучение, возникающее при постоянной скорости частицы, то та
кого излучения в формуле для ОТИ Газазяна и др. (7) нет. 

Авторы искренне благодарят проф. Б.М.Болотовского и проф.А.А.Тяп-
кина за полезные обсуждения данной работы. 
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Optical Bremsstrahlungof Rclativislic Particles 
in a Transparent Medium 
and its Relation to the Vavilov— Cherenkov Radiation 

The classical formula for the intensity of the optical bremsstrahlung (OB) 
emitted by a charged particle moving in a transparent medium with a velocity 
above the Vavilov — Cherenkov radiation (VChR) threshold is ana'vsed in the 
paper. The Chcrenkov properties acquired by the OB nifin > I are shown to be 
independent of the constant velocity of the particles. All OB properties ( in
cluding its Chcrenkov character) are explained using interfereno - .if prompt 
brcmsslrahlungs that appear during acceleration of a panicle and are intro
duced in f'^mulation of the problem. 
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