
Ш'0?обз1>.<г 

ебъедшииый 
ИНСТИТУТ 
ядерныв 

исслвдиаиий 
дубка 

Р2-92-1ЮЗ 

Н.А.Черников 

ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО И 
ТЕОРИЯ ТЯГОТЕНИЯ НЬЮТОНА 

Направлено в Труды Международной ионференции 
"Лобачевсий и современная геометрия", Казань, 1992г. 

1992 



Лобачевский, создавая неевклидовт геометрию, опирался 
на пример созданной Ньютоном теории тяготения. Он писал: 

"Некоторые математики невозможность ояределения линий 
яомошию углов хотели яринять за основание геометрии, но 
такое основание недостаточно, яотому что разнородные коликие 
могут быть в зависимости друг от друга" [1, с. 69], 

...величина яритягательной силы, наяример, выражается 
массою, разделённой на квадрат расстояния... но когда верно, 
что силы зависят от расстояния, то линии могут быть также в 
зависимости с углами. По крайней мере разнородность 
одинакова в обоих случаях, которых различие не заключается 
собственно в яонятии, но только в том, что мы яознаём одну 
зависимость из ояытов, а другую яри недостатке наблюдений 
должны яредяолагать умственно, либо за яределами видимого 
мира, либо в тесной сфере молекулярных яритяжений [2, с. 
159-160]. 

Сравним установленную Лобаьевским зависимость 

tg -f П = «гр <- -£- ) (1) 

угла параллельности П от перпендикуляра р с установленной 
Ньютоном зависимостью ускорения f планеты от расстояния р до 
Солнца 

f = r m I о2 . (2) 

Чтобы согласовать меру ускорения с мерой отношения массы 
Солнца ш к квадрату расстояния, Ньютон ввёл в теорию 
тяготения константу у, а ьтобы согласовать меру угла с мерой 
расстояния, Лобаьевский ввёл в геометрию константу к. 

Но Лобаьевский рассматривал теорию тяготения ньютона не 
только в каьестве примера. Он первым ввел неевклидову 
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геометрию в небеснтю механикт и поставил вопрос о том, кактю 
перемент это введение внесёт в ньютоновсктю теорию 
тяготения. Сам же и ответил на него [2, с. 159], заметив, 
что тскорение (2) можно написать в виде 

f = 4 n x m / s , (3) 

и установив , ьто в неевклидовом пространстве площадь сферы 
радиуса р равна 

S = 4 я (k sh -g-) 2 . (4) 

На основе этих результатов мною решена задаьа о 
движении планеты в пространстве Лобаьевского [3]. Подведём 
итог. 

Площадь (4) и длина окружности радиуса р в пространстве 
Лобаьевского равны, соответственно, 4 тг r z и 2 л г, где 

г = k sh -g- . (5) 

основная метриьеская форма 

d 1 г = L a p d x a d x" (6) 

пространства Лобаьевского в сфериьеских координатах р, в, ч> 
равняется 

d I 2 = d р а + г 2 (d вг + sin2 в d (рг) . (7) 

Функцию (3) можно представить в виде 

< - Я • ( 8 ) 

где U - гравитационный потенциал, порождаемый тоьеьной 
массой т. дополнительно принимаем условие 

. Ш « U = О . (9) 
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и = -V5- (l - cth -£-) . ( I D 

Отсюда находим, что в пространстве Евклида 

U - - г m / р . (10) 

а в пространстве Лобачевского 

г 1 
"Е-

Потенциал (11) тдовлетворяет травнению Птассона 

Д U = 4 л г m б (х) б (т) 6 (г) , (12) 

где б - обобщённая фтнкция Дирака с аргтментами 

х = г sin в cos *>, т = г sin в cos f, z = r cos в, (13) 

Д - оператор Лапласа-Бельтрами в пространстве Лобачевского. 
Лля скалярной фтнкции и, не зависящей от тглов в и <р, 

Д и = г - 2 4 р . (г2 f £ > • ("> 

Как тказание на травнение (12) мною были поняты следтющие 
слова Лобачевского: 

"Полагаем, как и многие в этом уверены, что силы 
яритягательные слабеют от расяространения своего действия яо 
сфере" [2, с. 159]. 

Теперь, располагая метрикой (7) и потенциалом (11), 
составим фтнкцию Лагранжа 

L = 4- - E - L ! - « < i 5> 
* d t 2 

и задаваемые ею травнения движения планеты 

+ L „ „ "й-?- -ЯГ + L Э„ U = 0 . (16) a t d t MW d t d t а 

Здесь a означает частнтю производнтю по координате xff, 



L a - кометрический тензор, определяемый через метрический 
тензор L . и единичный аффинор в" из тсловия 

L e" L a p = 5« . (17) 

L " - компоненты аффинной связности кристоффеля, равные 

L a = — L e ( r O L + 3 L - э L ) . (18) 

кроме того, мы ввели здесь абсолютное, по Ньютонт, время t 
(и абсолютно покоящееся пространство Лобачевского). 

Теперь мы можем присттпить к решению задачи Кеплера в 
пространстве Лобачевского. 

В силт сферической симметрии сохраняется момент 
количества движения планеты с компонентами 

М - v d z - z d У м = z d x - x d 2 

"i ' d t z d t ' "2 z d t x d t ' 

где x, т, z равны (13). Поэтомт достаточно рассмотреть 
движение планеты в плоскости Лобачевского, на которой 

в = JL . (20) 

При этом М = О, М = О, М = М, где 

М - г* . « * . (21) 

Далее, так как фтнкция Лагранжа (15) не зависит от 
времени, то сохраняется энергия планеты, равная 

Е - _1 d l 2 + и . (") 
2 d t 2 

В слтчае (20) имеем 

Е = -i. [ ( -*_£- ) 2 + г 2 ( -*-f ) 2 ] • U . (23) 



Исключая d t из (21) и (23), полтчаем дифференциальное 
травнение 

Е = -i- Н г г"* [ ( -£-£- ) а + г г ] + U (24) 

первого порядка для траектории р = р ( р ). 
Чтобы проинтегрировать травнение (24), обозначим 

k t h -к" = ir • ( 2 5 ) 

Так как d w = - г"2 d f> , w 2 = r"2 + k~2 , то травнение 
(24) преобразтется к видт 

Е = Т Н" [ ( Т П Г ) 2 + w a - к'2 ] + г m ( k"1 - w ) . (26) 

Отсюда находим 
к t h -к- = г Л cos, • <27> 

где 
М г 

- " ГЖ • «-/"(!- £> 2 + 2 -Е-1 . (28) 
Константа интегрирования травнения (26) выбрана так, что 
наибольшемт значению w соответствтет тгол <р = 0. Заметим, 
что подкоренное выражение в формтле (28) для с не может быть 
отрицательным. Действительно, из (26) следтет, что 

Е г -i- Н г [ w 2 - к"2 ] + Г m ( к"1 - w ) . (29) 

Тем тверенней можно сказать, что 

Е г XT (l - -£-) 2 . (зо) 

так как в правой части последнего неравенства стоит 
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минимальное значение полинома от w, стоящего в правой части 
неравенства (29). следовательно, с - число действительное. 

По определению, планета находится в финитном движении, 
которое возможно либо в слтчае с = О, О < р < к, либо в 
слтчае е > О, р > О, р + к е < к. В первом слтчае орбита 
планеты является окртжностью, а во втором - эллипсом. 
Интересно, что на плоскости Лобачевского, как и на плоскости 
Евклида, орбитт можно определить хак множество точек, от 
которых до заданных двтх точек (фоктсов) стмма расстояний 
задана, причём в одном из фоктсов находится солнце. Если 
обозначить 2 а стммт расстояний от планеты до фоктсов, то 

Е = -^2- (1 - cth - ^ - ) . (31) 

Располагая формтлами (21) и (27), можно подсчитать 
период Т обращения планеты вокртг солнца: 

Т = -П-iL ( * - * ) . (32) 
• 2 • - Е •-Е + г т / к 

Как и в евклидовом слтчае, он не зависит от момента (21). 
Подставляя в (32) зависимость (31) энергии Е от большой 
полтоси а, находим следтющее выражение для квадрата периода: 

т 2 = т& < k sh т ) 3 ch 1 • ( 3 3 ) 
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Геометрия Лобачевского и 
теория тяготения Ньютона 

В работе рассмотрены основы теории тяготения Нью­
тона в пространстве Лобачевского. В даннтю теорию вхо­
дят две фтндаментальные константы т и к. Первая принад­
лежит Ньютонт, вторая - Лобачевскомт. Сформтлированы 
три закона Кеплера для планеты, движтщейся в простран­
стве Лобачевского. Работа доложена автором на Междтна­
родной конференции "Лобачевский и современная геометрия" 
посвященной двтхсотлетию со дня рождения Н.И.Лобачевско­
го (Казань, 1992). 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физи­
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The Lobachevsky Geometry and 
the Newton Gravity Theory 

In the paper the principles of the Newton gravity 
theory in the Lobachevsky space are considered. The 
theory contains two fundamental constants yandK. The 
first belongs to Newton; and the second, to Lobachev­
sky. The three Kepler laws for a planet moving in the 
Lobachevsky space are formulated. The investigation has 
been presented at invited talk at the International 
conference "Lobachevsky and Modern Geometry" devoted 
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