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RESUMO

A emissao amplificada de radiacao de ciclotron eletroni
ca com freqliencia proxima ua fundamental provinda de uma  lamina
de plasma inomogeneo e anisotropico e investigada por meio de uma
teoria linear. 0s efeitos de polarizacao do plasma sao consisten-
temente incluidos. Sao desenvolvidas expressoes na aproximacao WKB,
para emissao nos modos ordinario e extraordinario, para propaga-
¢ao perpendicular ao campo magnetico. Sdo dados resultados numeéri
cos para o modo extraordinario, que apresenta efeitos mais acen-
tuados. Para o caso de uma distribuicao de momentum dos eletrons
do tipo cone de perda, mostra-se que a amplificacao depende sensi
velmente da razao entre as temperaturas paralela e perpendicular
e de inomogeneidades no campo magnetico. Estende-se a analise qa
dependencia entre a amp]ificacéo‘e a funcao distribuicao pela su
perposicao de componentes tipo cone de perda e Maxwelliana. Mos-
tra-se que a presenca de uma componente Maxwelliana em geral re-
duz a emissao em relacao ao caso puramente do tipo cone de perda,
ocorrendo situacoes em que uma camada da lamina absorve muito efi
cazmente toda a radiacao amplificada no restante do plasma. Discu
Le-se um comportamento peculiar do indice de refracao, o qual ocor

re na transicao entre o caso cone de perda e o caso Maxwelliano.



ABSTRACT

The amplified emission of electron cyclotron radiation
near the fundamental frequency from an inhomogeneous, anisotropic
plasma slab is investigated in a linear theory. Plasma polarization
effects are consistently included. Expressions are developed in
the WKB approximation for emission in the ordinary and the
extraordinary modes, for propagation perpendicular to the magnetic
field. Numerical results are given for the extraordinary mode, for
which effects are strongest. For the case of a loss-cone-type
electron momentum distribution, it is shown that the amplification
is sensitively dependent on the ratio of parallel-to-perpendicular
temperature and on inhomogeneities in the magnetic field. The
dependence of the amplification on the distribution is further
investigated by considering superpositions of loss-cone and
Maxwellian components. It is shown that the presence of a
Maxwellian component in general reduces the emission relative to
the pure 1css-cone case, and situations occur in which a layer in
the slab very effectively absorbs all the radiation amplified
elsewhere. A peculiar behaviour of the refractive index, which
occurs in the transition from the pure loss-cone to the pure

Maxwellian case, is discussed.
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I - INTRODUCAOD

A propagacao de ondas atraves de um plasma pode dar mar
gem a ocorrencia de absorcao e emissao estimulada. A absorcao efe
tiva da onrda resulta da competicao entre estes dois processos. Sob
certas circunstancias, a absorcao efetiva pode ser negativa, ocor
rendo entao uma amplificacao da onda a medida que esta se propaga
atraves do plasma. 0 caso especifico de ondas eletromagneticas de
freqlencia proxima aos harmonicos da freqlencia de ciclotron ele-
tronica tem sido alve de uma série de investigacoes, tanto teori
cas como experimentais; citamos algumas, acrescentando comenta-
rios quando julgamos que sao procedentes para ajudar a situar 0
presente trabalho.

Em 1958 Twiss [Tw58] mostrou que em principio haveria
condicoes para amplificacao nos processos de emissao de Cerenkov,
de ciclotron e de sincrotron, discutindo sua possivel ocorrencia
e relevancia em situacoes astrofisicas. Na mesma epoca, Schneider
[Sc59] discutiu a possibilidade de um plasma atuar como amplifica
dor de micro-ondas, adotando uma abordagem quantica para obter as
probabilidades de transicao entre niveis de energia de um eléetron
sujeito a um campo magnetico. Essencialmente, ocorreria amplifica
cdo se os eletrons mostrassem uma inversdo de populacdo, tendo a
correcao relativistica da massa desempenhado um papel fundamental
na obtencao deste resultado.

Tendo sido despertada a atencao para o assunto, questio
nou-se em alguns pontos o trabalho de Twiss [Tw58], no que se re-

fere a radiécéo de sincrotron [BB61], [BHB61], [WSW63]. Mostrou-se



que a ampliticacao poderia ocorrer em plasmas de laboratorio, com
energias levemente relativisticas, podendo constituir-se em meca-
nismo importante de perda de energia [BB61], [BHB61]. A condicao
necessaria seria a inversao de populacao na distribuicao de velo
cidades dos eletrons. Para eletrons extremamente relativisticos,
entretanto, o processo de amplificacao requereria distribuicoes
quase mono-energéeticas, incompativeis com os modelos empregados na
descricao de muitas fontes cosmicas [BB61], [BHB61], [Be66], [Zi79].

Um ponto a ser destacado € que os trabalhos citados ate
aqui faziam uso da aproximacao de particulas independentes no cil
culo dos coeficientes de absorcao e emissao, desprezando os efei
tos dieletricos do plasma ambiente [Be66}, [Zi79]. Em 1966 McCray
sugeriu que a consideracao destes efeitos poderia levar a ocorren
cia de amplificacao da radiacao de sincroton cosmica [Mc66]. Sua
abordagem fazia uso das expressoes usuais da teoria de particulas
independentes, com a inclusao do indice de refracao do plasma am
biente em pontos convenientes. Zhelesnyakov tambem tratou do pro-
blema da radiacdo de eletrons relativisticos movendo-se em um meio,
com o uso do coeficiente de absorcao na aproximacao de particulas
independentes; a influencia dieletrica foi levada em conta atra-
ves da expressao da emissividade espectral de um eletron, utiliza
da no calculo do coeficiente de absorcao [Zh67]. Em outro traba-
Tho, Zhelesnyakov e Suvorov fizeram uso de expressoes da teoria
cinetica, usando uma aproximacdo linear para estudar a propagacao
de ondas planas em um plasma infinito e homogeneo [Z568]. 0 mode-
To admitia um sistema de elétrons relativisticos em um campo mag
netico, na presenca de um plasma rarefeito frio. A densidade das

particulas fora do equilibrio termodinamico foi suposta suficien



temente baixa para que os elementos do tensor dieletrico relacio
nados com elas fossem de modulo muito menor do que os correspon-
dentes ao plasma frio. Foram analisadas distribuicoes deltiformes
nas componentes paralela e perpendicular do momentum e distribui
coes isotropicas centradas em aigum valor p =P, do momentum. A rela
cao de dispersao foi resolvida e obtidas expressoes para a parte
imaginaria da freqliencia, mostrando-se para certas condicoes a
ocorrencia de incremento das ondas. Particularmente, para eléetrons
extremamente relativisticos mostrava-se que a amplificacao das on
das poderia ocorrer devido a presenca do meio, dependendo ainda
da distribuicao de momentum.

Uma outra abordagem do assunto foi a de Freund e Wu. ES
tes autores estudaram a propagacao de ondas eletromagneticas em
plasmas magnetizados, supondo o meio infinito e homogeneo; seu mo
delo incluia um substrato termaiizado e uma componente de ele-
trons fora do equilibrio termodinamico, tendo sido levados em con
ta efeitos relativisticos. No caso do modo ordinario, foi estuda-
da a propagacao perpendicular, sendo empregadas na analise uma
distribuicao tipo &(p‘—pL”)F(p“) e uma distribuicao de cone de
perda para descrever as particulas ndo termicas [FW76] (esta ulti
ma e de maior interesse para nos); para a obtencdo da parte real
da freqliencia foram desprezados na relacido de dispersao os termos
correspondentes aos elétrons nao-termicos, supostos de pequena den
sidade. As razoes de crescimento W foram determinadas mediante a
hipotese usual de serem pequenas frente 3 parte real w.. Foram ob
tidas instabilidades principalmente em torno do harmonico funda-
mental da freqliencia de ciclotron, para os parametros considera-

dos. As razoes de crescimento obtidas, embora pequenas, levaram



o antores o conssderary o lenowmeno poscoavelweale velevanbe cm o
tuagoes astrolisicas JEW/G ). 0 modo cztbvaovdinario foi tratado de
forma similar para propagacao perpendicular e quase-perpendicular,
sendo usadas tres formas de distribuicoes com caracteristicas de
cone de perda; uma destas foi a distribuicao de Dory, Guest e Har
ris [DGH65], com o parametro & fixado em % =1 e supondo a disper-
sao termica paralela ao campo magnetico muito menor do que a dis
persao perpendicular (Obs.: Esta distribuicao e usada neste traba
lho, sem estas restricoes). A parte real das fregliencias foi obti
da segundo a aproximacao de plasma frio, sendo portanto despreza-
dos os efeitos dos eléetrons nao-térmicos. Mostrou-se que a ampli
ficacao ocorre em faixas de freqllencia abaixo dos harmonicos da
freqllencia de ciclotron, faixas essas que se estreitam com o de-
crescimo da energia dos eletrons. As razoes de crescimento asso-
ciadas com o ramo inferior do modo extraordinario (modo extraordi
nario lento) foram maiores do gue as associadas com 0 ramo supe-
rior {modo extraordinario rapido); mostrou-se que as razoes de
crescimento deste ultimo modo poderiam ser bastante aumentadas em
certas circunstancias, com a presenca de uma componente paraiela
nao nula do vetor de onda [FW77]. Embora tratando de problemas de
aplicacao generalizada em fisica de plasmas, estes trabalhos fo-
ram conduzidos com vistas a situacoes astrofisicas; a amplifica-
cao do modo extraordinario rapido foi proposta como mecanismo pro
dutor da parcela dc radiacao decametrica de Jupiter que aparece
correlacionada com o satelite Io [WF77].

Mais recentemente, Wu e Lee propuseram que eletrons re
fletidos no espelho magnetico das regioes polares da Terra pode-

riam amplificar ondas eletromagnéticas por meio da ressonancia de



(4]

i bntron, caemde ebe procescn suger pibe somoe tuntbe dos urtos de
radiacao conhecidos comn radiacao quilometrica das auroras (AKR)
[WL/Y]); a abordagem do trabalho era bastante simples e nao incluia
os efeitos de plasma ambiente; mais tarde Lee e Wu publicaram um
trabalho que incluiu um plasma de fundo de baixa energia, alem da
quele com a distribuicao tipo cone de perda [LW80]). A densidade
dos eletrons nao-termicos foi suposta muito menor do que a do plas
ma ambiente, de modo que seu efeito na relacao de dispersao foi
desprezado, para o calculo da parte real da freqllencia. 0 trata-
mento incluiu o efeito de um campo eletrostatico no calculo das ra
z0es de crescimento do modo extraordinario rapido e do modo ordi-
nario; foram tambem calculadas razoes de crescimento para o modo
extraordinario lento. Para os parametros utilizados, as razoes de
crescimento do modo ordinario foram muito menores do que as do mo
do extraordinario; as razoes de crescimento encontradas para o mo
do lento foram maiores do que as do modo rapido. Os autores expe-
rimentaram duas formas de funcao distribuicao tipo cone de perda
(uma delas a de Dory, Guest e Harris) e obtiveram razoes de cresci
mento relativamente insensiveis a forma da funcao distribuicao de
velocidades [LWB0]J. Em outro trabalho, de Lee, Kan e Wu, foi apre
sentado um tratamento similar, acompanhado de uma descricao mais
detalhada da estrutura da regiao geradora da AKR e da aplicacao
do modelo [LKW80].

Em 1981, Tsai et alii publicaram um trabalho apontando
que a forma usual do tensor dieletrico (Ver capitulo III) muitas
vezes nao e adequada para uso pratico, particularmente nos casos
em que a freqliéncia e muito proxima dos harmonicos da freqliéencia

de ciclotron [TWWK81]. Uma outra forma foi proposta por Trubnikov



LTr58), sendo entretanto valida apenas para distribuicoes Maxwel
lianas isotropicas; uma forma simplificada das expressoes de Trub
nikov foi apresentada por Shkarofsky [Sh66], valida para eletrons
fracamente relativisticos. Tsai e. alii generalizaram o trabalho
de Shkarofsky para situacoes 1ao-Maxwellianas, incluindo na distri
bui¢ao o aspecto de cone de perda, anisotropia termica e um feixe
longitudinal, ainda para eletrons fracamente relativisticos em um
plasma homogeneo. Usando esta formulacao, Wu et alii estudaram a
absorcao e emissao de ondas eletromagneticas com freqléncia proxi
ma a freqliencia de ciclotron dos eletrons [WLW+81]. Primeiramente,
foi estudado um plasma caracterizado por uma distribuicao tipo co
ne de perda, com isotropia de temperaturas, sem a presenca de um
plasma de fundo mais frio; tanto a parte imaginaria como a real
da freqliencia foram determinadas a partir da relacao de dispersao,
tendo os autores se restringido a situa¢des onde a freqliencia de
plasma dos eletrons e muito menor do que a freqliencia de <ciclo-
tron. 0 estudo foi concentrado no modo extraordinario rapido, sen
do mos trado que este pode sofrer amplificacao. Foi mostrado que,
para energias suficientemente altas, a freqllencia de corte do modo
pode ficar abaixo da freqllencia de ciclotron, em contraste com o
resultado obtido na aproximacao de plasma frio [WLW+81]. Foi estu
dada Lambem uma distribuicao em que os eletrons apresentam uma ve
locidade de deriva ao longo do campo magnetico, com isotropia de
temperaturas, sendo obtida uma absorcao de ondas com freqléncia
proxima a freqléncia de ciclotron, em certas circunstancias.
Ainda usando a formulacao de [TWWK81], Wong et alii es
tudaram a amplificacao 4o modo extraordinario rapido em um plasma

constituido de uma componente fracamente relativistica com distri



buican tipn cone de perda e ode oam substrabo trio (WWEKBZ ). Toram
waadas duas tormass de fangoes distribuican Lipo cone de perda, uma
delas sendo a de Dory, Guest e Harris com isotropia de temperatu-

ras. 0 estudo foi restrito a plasmas em que wg << QE, sendo w a

p

freqlencia de plasma e 2_ a freqléncia de ciclotron dos elé'rons;

¢
a razao entre as densidades dos eletrons energeticos e os do subs
trato foi admitida arbitraria. Entre outros resultados, as razoes
de crescimento maximas foram de mesma ordem de magnitude para am-
bas as formas da funcao distribuicdo. A dependencia angular das
razoes de crescimento mostrou-se muito sensivel as razdes entre
wy € 9. e entre as densidades dos eletrons energeticos e do subs
trato. Foi tambem estudada uma forma de funcao distribuicdo de co
ne de perda modificada por um campo eletrico paralelo, sendo tal
modelo motivado pelo estudo da regiao das auroras, na magnetosfe-
ra terrestre. Foram obtidos aspectos qualitativamente similares ao
caso sem o campo eletrico, embora com razoes de crescimento maio
res [WWKa82].

Quanto a experimentos em laboratorio, podem ser citados
os trabalhos de Kubo et alii [KNY+75], [KNY+78], onde foram rela-
tadas observacoes de amplificacao de ondas no modo extraordinario.
0 plasma continha eléetrons levemente relativisticos e estava con-
finado por espelhos magneticos. 0s resultados dos experimentos fo
ram interpretados em termos da aproximacao de particulas indepen-
dentes, conforme [BHB61], tendo sido atribuida ao plasma uma dis
tribuicdo isotropica, f(p)=pSexp [-E/T], sendo p e E o momentum e
a energia dos eletrons e T uma "temperatura” em unidades de ener-

gia. Atraves da comparacao com a teoria, foram citades valores de

5 que iam de s ~ 3,6 até valores da ordem de 20 a 50. A ocorréncia
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de amplificacao foi observada em uma estreita faixa de freqlien-
cias levemente abaixo da freqliencia de ciclotron eletronica [KNY+75),
[KNY+78].

Tambem Lichtenberg et alii mediram a radiacao emitida
perpendicularmente ao campo magnético de um espelho magnetico con
tendo uma componente de eletrons de alta temperatura, em freqlien-
cias proximas a freqléncia de ciclotron dos elétrons [LSL71]. A
comparacao dos resultados experimentais com os resultados teori-
cos obtidos no calculo do espectro de emissao de particulas inde
pendentes forneceu boa concordancia. Foi suposta para os eléetrons
quentes uma funcao distribuicao do tipo indicado anteriormente,
tendo os valores s =3 e Te : 60 keV melhor se ajustado aos resulta
dos experimentais. Experimentos e resultados similares sao tambem
reportados em [LLT71].

0s resultados experimentais de [LSL71] foram tambem in
terpretados por Nicholson e Schwartz, tendo sido obtida uma boa
concordancia com 0os calculos baseados em um modelo teorico [NS74].
A geometria do sistema foi modelada por uma lamina infinita e ho-
mogénea, com espessura igual ao diametro do plasma no espelho mag
nético, tendo o campo magnetico paralelo as faces [Be66]). 0 espec
tro de emissdo foi calculado a partir da equacdao da transferencia
de radiacao em um meio dispersivo homogeneo, sendo o coeficiente
de emissao calculado com o uso da aproximacao de particulas inde-
pendentes [Be66]. 0 coeficiente de absorcao foi obtido a partir
da parte imaginaria do indice de refracdo, atraves da solucao da
relacdo de dispersao. Aos elétrons foi atribuida uma funcdo dis-
tribuicdo f(p) = 6(p")pi exp(-pf/ZmT); o calculo do coeficiente

de absorcao revelou a ocorrencia de amplificacao em uma estreita



laixae de treglencias abaixo do freglencia de ciclotron eletronica,
correspondendo a um pico estreito no espectro de emissao. 0 valor
de s obtido no melhor ajuste das curvas experimental e teorica foi
de s=4, para um plasma onde T = 70 keV [NS74]}.

Tendo em vista esta linha de desenvolvimento, parece-
nos haver lugar para uma analise do fenomeno de emissao induzida
de ciclotron que leve em conta de forma consistente os efeitos die
letricos, tanto na absorcao quanto na emissdo, tendo ainda a preo
cupacao de acompanhar a trajetoria da radiacao atraves do plasma,
ao inves de restringir-se ao calculo de razoes de crescimento lo-
cais. Em tal analise deveriam ser incluidos os efeitos de diver-
s0s parametros caracteristicos e certos aspectos geometricos do
plasma, como suas inomogeneidades e seu tamanho finito. Para ser-
mos mais especificos, decidimos conduzir uma investigacio centra
da nos sequintes aspectos:

- Considerar um plasma inomogeneo, finito e levemente
relativistico, estudando o efeito de diferentes fatores sobre a
radiacao induzida, como anisotropia de temperatura e inomogeneida
de do campo magnetico, entre outros,

- Computar o coeficiente de absorcao diretamente a par
tir da relacao de dispersao, com os cfeitos dieletricos consisten
Lemenle incluidos,

- Obter a intensidade da radiacao na superficie do plas
ma, tendo assim um efeito integrado dos fenomenos que ocorrem lo-
calmente no meio inomogéneo.

- Analisar diferentes formas da funcdo de distribuicao
de velocidades das particulas, envolvendo o aspecto de cone de per

da.
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Com os fatores acima em mente, limitamos nosso estudo a
propagacao perpendicular de ondas com freqliencia proxima a fre-
qlencia de ciclotron eletronica. A organizacao do trabalho & a se
guinte: No capitulo Il descrevemos o modelo fisico e estabelece-
mos as expressoes para a intensidade da radiacao. No capitulo III
obtemos os elementos do tensor dieletrico e do tensor correlacao
de correntes, cuja necessidade ficou estabelecida ao longo do ca-
pitulo II. No capitulo IV apresentamos'e discutimos os resultados
de uma analise numerica do problema, estudando os efeitos da ino-
mogeneidade do campo magnetico e da anisotropia de temperaturas,
assim como os efeitos da variacao da densidade e da temperatura do
plasma. Utilizamos sempre freqliencias abaixo da fr2qllencia de c7i-
clotron eletronica e verificamos que para os parametros escolhi-
dos o modo ordinario apresenta resultados menos interessantes, do
ponto de vista da magnitude da awplificacao produzida. Por essa
razao cpresentamos apenas resultados numericos relativos ao modo
extraordinario {(no caso, o modo extraordinario lento). No capitu-
lo V fazemos um estudo numérico voltado para o efeito da forma da
funcao distribuicao, particularmente tendo em vista o preenchimen
to parcial do cone de perda; neste processo, discutimos a ocorrég
cia de situacoes peculiares, que podem invalidar aproximacoes usa
das no calculo da emissao; pelas razoes ja expostas, nos limita-
mos o modo extraordinario. No capitulo VI Lumarizaemos os princi

pais resultados do trabalho.



I1 - MODELO UTILIZADO E INTENSIDADE DA RADIACAO

Conforme foi adiantado no capitulo anterior, trabalha-
mos com um plasma finito e nao homogeneo. Usamos como modelo uma
lamina de plasma, com um campo magnetico paralelo as faces. Esco
lThemos o sistema de coordenadas de modo que o eixo Z fique parale
lo ao campo magnetico e o eixo X perpendicular as faces da lamina,
que e considerada infinita nas direcoes dos eixos Y e Z e se esS-
tende desde -a ate a, na direcao X. 0 meio e suposto estacionario
e homogeneo nas direcoes Y e Z. Supomos que o campo magnetico e
outros parametros do plasma podem apresentar inomogeneidades sua
ves na direcao X, de modo que as distancias tipicas de variacao
dos parametros sejam muito maiores do que 0s cnmprimentos de onda
envolvidos. 0 significado desta aproximacao deve se tornar mais
claro a3 medida que ela for sendo empregada nas derivacdes que apa
~ecem 3 sequir,

Uma vez que o plasma e finito, a propagacao de ondas ele
tromagneticas deve obedecer a condicao de contorno (lei de Snell),
que exige que a componente do vetor de onda paralela ao campo mag
netico (k,) se mantenha constante ao longo do trajeto [Zi79]. Os
modos de propagacdo sao encontrados alraves de uma relacdo de dis
persao, que fornece a componente perpendicular do vetor de onda

(k;) como funcdo de w e dos demais parametros relevantes.

I1.1 - A Intensidade da Radiacao

Estabelecida a geometria do modelo, queremos obter a po



17

tens o arvadada por unpdade de area da tamna de plasma, Esla e
umg grandeza macroscopics, de mwodo que comegamos por delinir uma
méedia de ensemble sobre as flutuacoes microscopicas dos campos;
escrevemos o valor médio do vetor de Poynting na superficie da la

mina:

Sm(A)= & CEW XD = (167 2)] (11.1)

Para a obtencdo dos campos £ e B que apareces na equa-

¢do acima, usamos as equacoes de Maxwell:

— = o _L,.Ji— [
Vxk = - 5t
(11.2)
(l 3” = _L -C)-— ls 1 ‘LZ ‘—]
o C ot c

Antes de partir para a solucao das equacoes de Maxwell,
entretanto, vamos fazer algumas transformacoes convenientes na Eq.
(I1.1). Comecamos supondo que E, 8, B e J possam ser escritos na

forma:

A(rt) - I(w/;;J /‘:(y:l /I(:;j’kvh C o) ‘)4““93 Ph 2 -wt)]

(11.3)

onde K(ky,kz,w,x) representa uma amplitude cuja dependencia predo

minante em posicao e da forma exp(i jx kxdx'), com kxgkx(ky’kz“"’x)

obtido a partir de uma relacao de dispersao, que veremos mais
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adiante. Com isto, e com a primeira das equacoes (11.2), temos:

g > " Il s
- - AU t x..' -~ - P T . { ! d

x EL k-;).k';_u‘; 2 = IS k lk; by o -xfl_t i, by L X)), E(‘;k;k‘ X,)]

[

No Gitimo passo, foi usado o fato de que £.k - 0 quando

X=Xy, pois Xy marca o limite da lamina de plasma. Ficamos com,

= > 2 P K " A .
S ih): E'_: l..h., /,(w /h\‘) / J;___' l,; h-’ /:fﬁ;,

N -~ e

-l

! i 4

-
~ _'I|’ \ " “’L W
)

2 wta) Ko by ) E 0 <))
w

v

. 'y, ' ‘ 11.4
s exp {L[(kh?kb)»-r(h vky)a -0g,udt]} (11.4)

0 vetor £(r,t) é real, de modo que da equagao (I1.3) ob

temos as relacoes seguintes:

;"‘,"','. N - ' N )
(11.5)

-

» x -
k (t’a.h'l.“".'):_ k (-L';).-l,e’-«,.,'x)
Com as relacoes acima, podemos escrever a equacao (II.4)

como
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Seti) = & fac fu futy o g [l - (g o))
- Lows .. Y -~ -

L"‘

e CE g ke a). € ok )y eap il )y okl - (]

Uma vez que o meio € estacionario e homogeneo nas dire
coes Y e Z, a expressao acima nao deve depender de t, y ou z, de

modo que podemos escrever

Qﬁ%

= _C_E / (((4, le’a /dk'l k‘k?.kil‘d{'_‘l) </E?(L'.a’k,’(~'. X,)’Z>

o - ”

£

(11.6)

onde fizemos uso do fato de que f(ky,k

z,m,x]) e real e definimos

-»

bk by W x,), g?r;;_k;,w',x.)> = < fé’lk,,,k;,w'xq)lz)
. é(u—n-kg)bu«,-k;) Slw-u’)

Podemos introduzir uma integral em dkx na expressao (11.6):

‘W“\xJ E} /Ju j

- -

/‘“,, /’ }\ -:,‘.’4 i Kq)

<IE g by, w50y 5 k.-ﬁi{‘-ﬁfi("z+*ez)]i/z}

Usando as propriedades das funcoes delta e mudando de

coordenadas cartesianas para esfericas, ficamos com:
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e A i/g ) ) ViR .
Sl - L Cqud )P F oo )] [l ool

¢

. , ;™ . I/
§m ("(1’ = —(—’: / Jw} N KZ/(.."(.()"'{ ’_7" ..i : " ‘f",,'ﬂ*k?c)} Z

colk-w){ Ig(k‘z-kz.“'.’a)lz> U (ay),

onde ﬁk(x]) & um vetor unitario na direcao de K.
Para obter a poténcia irradiada por unidade de area da
lamina de plasma & preciso fazer o produto escalar de ﬁk(x]) com

o vetor unitario na direcao x:

V2

4 N >
Uy (xg). £ = UL (x4)], = Cke =] 1-¢ k2+k'2]
 (x4) lwetxall o« choe = {1 & (2 1)
Assim, a potencia irradiada por unidade de area da lami
na (do), por unidade de angulo so6lido (dni), por unidade de fre-
glencia angular (dw), nas posicoes Xy = a0ux, = -a, fica dada

por [FG79]:

3 : 2 z ‘
_() P(xi):__ i;: _LJ_ L1‘%§(szf‘_~:)] <’t(ka'k}.wl X,)’Z>
Jodlzdy 27 <& W (
11.7)

onde w> 0,
Neste trabalho, consideramos apenas radiacao de freqﬂég

cia w propagando-se na direcao perpendicular as faces da 1lamina,
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de modo que ky = kz = 0ek = ki.

Voltemos agora as equacOes de Maxwell; usando (11.3) e
supondo que vale localmente a relacido entre D e E que vigora em

um meio homogeneo, ficamos com:

(u.‘}x) = (UJ/C) ;': (\\,.” s

ﬂ'w

V x

V x é; (w,x) = -1 (h.’/(,)l_j’\w'x) + (47/) ] (w,x) (11.8)

onde D(w,x) = (w,x).E(w,x).

0s elementos do tensor dieletrico sao obtidos supondo-
-se o0 plasma localmente homogeneo e levemente relativistico; nes-
se ponto do trabalho as suas expressoes explicitas nao sao impor
tantes, mas podemos fazer uso das relacoes sequintes, validas no

contexto que temos em mente (Ver capitulo IIl e Apendice):

s

& ~) . . ¢
. A Lawy = =

d2
(11.9)

Ly = Cen= 0 ED*:' kﬂ):c

Com o uso das expressoes acima e com a introducao da for

ma explicita do operador v, reduzimos as expressoes (II1.8) a:

B, = O
(11.10)

m

x = -.(E"\E)/E”‘>€\3- (‘m‘,/“‘)_‘)x /2&&

2 €, = - i (W) By



17

2 €, = 1 (w/e) P

2 By - i (W) [-EExr Eaxty]- (74D,
X |
(11.10)
2 B, = -iwe)l taror NEX,, €, ¢ (Y7e) Te
ax
onde usamos a notacao €, = Ezzo'*Nzxzz’ com N2 = czkzlwz; fica

subentendido que os Ei’ B. e Ji sao funcoes de w e x.

i

Supusemos anteriormente que as amplitudes dos campos e
correntes tem uma dependéncia em x predominaﬁtemente da forma
exp(i s* kxdx'); isto nos permite escrever N como -i(ch»Na/ax),dqg
prezando o efeito deste operador sobre o elemento Xgz0 suposto fra

camente dependente da posicdao. Ja sabemos que Bx= 0; usando a se

gunda das equacoes (II.10) para eliminar Ex, ficamos com:
_:’)_ E.D = i(u‘/C) GZ
) (11.11)

2 o, = 4 (we) (e v E3)/Enx] €y (471) (3 + 3 b p/6un
9

%; 8‘0 = -4 (‘“’/C)é!!c EE + L (C/LJ) XR gél Ei * (‘UT/C)JE ‘

Derivando as duas primeiras equacoes (II.11) e usando as duas

(=4}
| —

timas, resulta [FGMR78]

LEE *(uf/c‘)Nf'Ez = Se , (11.12)

3%

2 - 2 - .
g.-—x-zta’(w/ct)ﬂﬁ t»- SK )
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onde

Noz = 62!0/(" - XH) s Aj‘z = (fui + Z:'a)/t-aa ;

Do

- (97 ew/c) de /(1-Xa) |

5,( '(‘IF(&J/Cz)(Jafjx Eaa/f:x) .

§ e Ni representam os quadrados dos indi

ces de refracao dos dois modos propagantes no plasma; No = /Ng re

0s simbolos N

presenta o modo ordinario e Nx = /gz’o modo extraordinario, propa
gando-se no sentido de x crescente; as raizes com sinal contrario
representam os mesmos modos propagando-se no sentido de x decres
cente. Um procedimento equivalente para obter os modos normais do
plasma seria considerar os campos de radiacao localmente como uma
superposicao de ondas planas, escrevendo as equacoes de Maxwell
sem fontes na forma kx (KxE) + (m/c)2 T.E =0,

No caso de propagacao perpendicular, com os elementos de

t satisfazendo as relacdes (11.9), obtém-se a relacao de dispersdo

N [ Eax (1-%02)] - N LCEE + £5)00-X32) + Eur E120]

T EQQQ(EKE*ExZD) = O

H

2 2 .. . -
da qual as grandezas N e N.» definidas acima, sdo rajzes.

Supondo que No e Nx satisfacam as condigcies de validade

da aproximacao WKB [as quais, para propagacao perpendicular, se

dN
o

reduzem a (¢/w)

<< 1], escrevemos as solucoes das equa-

coes (11.12):
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' lil. ,) ; |-, \ _‘\' ' " ‘!') . \' ( . } [,’ (\")."'\")’

R .\ ",
A tfl(‘(f L(:.‘/ l\f._(.l').lx') ) . .d,\'-i:x('.' oy L_"!. NJ(X-)("J(“)]
Ny () | l } N (x) rie /

Cx&’._(“th'/ N (F“" )_ (11.13)
No" ()

com uma expressao similar para Ey, onde aparecem Sx e Nx no lugar
de So e "o' A componente Ex pode ser obtida a partir de Ey atra-
vés da sequnda das equacoes (11.10). A solucao dada por (11.13)
supoe que nao haja radiacao incidente sobre a lamina de plasma.

- Para termos a potencia irradiada [Exp.(1I.7)] precisa-
mos do campo na borda da lamina, nas posi¢6es X =.a ou Xy = -a.
A componente E_ e nula, pois cxy(x]) = Jx(x]) = 0. N2 expressao
resultante podemos separar facilmente os modos ordinario e extra-
ordinario, pois as equacoes (I1.12) nos mostram que estes corres

pondem as componentes E, e Ey, respectivamente,

IC (! )n)l‘~ ’L‘n (“i,n)lh' Co ()]
Usando (I1.13), temos
1 L Xy —- ._14!
[€2 (wanl = c/u)f dx | du o) I )

- [_ -C&('/,;!j;"')‘,"'—/u,d:(“'}t/u’)-)e"r [ (‘%‘- /"‘&Jg ] Aj:ﬂ)c{.('].

onde v e uma variavel de integracio e ro(x) = So(x)/ullz(x); tem-
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-se x, = -a quando X, =aex =a quando xy = -a. Esta expressao
pode ser reescrita de outra maneira, introduzindo-se as partes real

(Nu) e imaginaria (N;) de N_:

jx,\/t dK. - /.qﬂar;.* t"d' = /x/\,l; ({"' - /xl\';: .-/,\‘ ‘t-/]“\/:;’L CIU‘

i

u ®
—-/ NC‘ ; _ j I\/. ‘x" / /\:" J)("

X

— . A Xy V" x~
'tg(w’n)lzz (c/.’zw')z/ dX/ u IC(K)FC («)

Ao Ae

A Exp [‘2.(%3/’&'0":[,' r Q’}A.al\)_..kd,' } \—;\/-" l - T%“’/‘A;‘JU"(IK‘) i

C

Facamos uma mudanca de variaveis; seja v = u-Xx;

LEalo w)l =CA0) def g ) 1w o)
Ay - &
Lf‘ Y
- '.' / ' "‘ r” |
ol i o Lt 4]

A expressdao (II1.7) requer uma media de ensemble; nesse

caso, temns
<’Ez(w x,)l ) (¢/22) prl Ji-v/ Jx /dxeaf’l*“//\, dx]

A+ ¥

J.; <f'(x)l (xfu url“‘-‘/ N "di! ) (11.18)

Xg-4



21

Em nosso plasma levemente inomogeneo, e razoavel admi-
tir que a escala tipica das distancias onde & significativa a cor
relagao <r0(x)r;(x+v)> seja muito menor do que a escala das dis-
tancias tipicas de variacao dos parametros do plasma, de modo que
a integral em dv que aparece em (II1.14) pode ser calculada como
se o meio fosse homogeneo [FGMR78]. Alem disso, impomos que
INZI << |N)|. amparados na propria validade do tratamento linear,
de modo que usamos nesta integracao apenas a parte real de N0 (o
decaimento ou amplificacao seriam despreziveis, dentro da curta
distancia onde as correlacoes sao significativas). Para simplifi-
car os calculos, estendemos os limites da integral para +e« sem in

cluir nenhuma alteracao de monta,

M -X .
=X At

[ e Lol '(xf-v)><’*f’1i.%—’} e |
\, [ A

\

. yA el ) ‘
o (qﬁ'(.)) 1 / Auv < ‘dli (x) ) (r1 u)> (',\',I) [ / i",'v' :{J)

b IN{gfi‘I‘l.)/lI{‘: T

onde k& (m/c)Nb; foram usadas as cxpressoes (11.12).

Introduzindo oy Lransformadas dde Fourier de Jz' resulta

i )1 [ o) gy ] e, T, g lpexp )i (g gednilis-gu ]
S THTEED P EE A (1115)

onde 9, e q, sao reais. Definindo o tensor de correlacao de cor-

rentes [Sh67],

. - 1" - - g . 11.16
(BT R = €, W) a5 (0- ) 1-18)
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temos

(ﬁ&ﬂz_______ db clg ! ( (“ )971ﬁ)
c? ,A}l“ )tul"' [ / /’/ 7 71

Canp L (g -gus = < (K] ¥

2
- q-zrw 1 zlv 416(“ 1/ <A ¢ (&, )v]
)/A/IH X.2/* / / ! (I ™ Y
=\)'n(vi‘f) i / (17, Gn(uy,}b(‘c ‘/4

Iﬂo "'lel

(11.17)
= (ﬂ,«_;«.’}t_.__*;i_f[m 622 (o) k)

I =X, ]

Portanto, a Eq. (I1.14) fica:

ClEa () - W Y G a\/’f_- Y x’/llo"(x')c/x'}

%o hbl/f‘);zlz <X

Usando esta expressao e a Eq. (I1.7), a potencia irra

diada no modo Qrdinirio fica dada por [FGMR78], [FG79], [FGM+80],

Xy
._d_‘iL = IO = ﬂ _"‘;’.z/dx _.___G
dod0pduls <l i h, 2y

X (11.18)
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Fazendo um calculo similar para lEy(m,X])lz, podemos es

crever, analogamente a Eq. (I1.17):

(

Xi- X ) v
4xdl' <[:(A) f: (1(+‘|,~)> Q’l‘{"[ . }t"/,‘xﬂ-“,‘-'c/l-‘]%" 3

=("—C—z) i—(CyJ’JCJ Z_-z)G flt Zg )’(11.19)
x] X

As formas explicitas dos elementos G serao obtidas no

af
proximo capitulo; entretanto, faremos uso agora das seguintes pro

priedades (Ver capitulo III e Apendice):

Gy = Ce Ci == Cyp -4 Cus
Ger = Gya Gvf oy A Ga e

Assim, a expressao (I1.19) pode ser escrita como:

(fw )2 T { [Ecxl® Ifralz—(' (?xa tr - éa'é‘u)]__é_""_
([ [Nx] ’t‘n{/z

= (4 A7 | Ear - <fJ«,/'
e IA/AI lER((

Usando a expressao acima obtemos a potencia irradiada

no modo extraordinario [FGMR78), [FG79], [FGM+80],
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Kq

dBP = [K = ‘_’_'-.iz ‘i_!..‘é / (!l ,t(l' "flﬂlz GXX
do dQdul, < lteal® [N

oy
«exe |- 2 4 N e de ] (11.20)

As expressoes (II.18) e (I11.20) coincidem com o resulta

<< 1

NN

do da aproximacao de particulas iadependentes [Be66] quando

. w Q
para o modo ordinario e quando —J%.[d3p pL-Ei-/(y-7§)|<< 1 para

L Py

o modo extraordinario [FGMR78].

I11.2 - A Funcao Di:ztribuicao de Cone de Perda

Finalmenrte, introduzimos a fungao distribuigao Que ca
racteriza os eletrons de nosso plasma, para uso no calculo dos ele
mentos de ¢ e G. 0 aspecto fundamental que desejamos & a inversao
populacional na distribuicao de velocidades, a qual pode dar mar-
gem a ocorrencia de emissao induzida. Uma forma de funcao distri
buicao que apresenta tal aspecto e a3 funcao distribuicdo de Dory,
Guest ¢ Havrvis [DGHGY ), Lambem conhecida como fungao distribuicao
de cone de perda (existem outras formaes de fungoes tambem  chama-
das de distribuicoes de cone de perda [FW77]). Alem do aspecto de
cone de perda (insuficiencia de particulas com valores baixos de
pL) admitimos uma anisotropia de temperaturas e escrevemos a fun-

¢do distribuicao como

v ( z 2
fo Cpu,pul = A br axp (- fufis - o i) (11.21)

onde P, P, indicam o momentum dos eletrons, nas direcgdes parale
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la e perpendicular ao campo magnetico,

(1 1, |
A = /('(L u.n !) - \.-, {mc }3/
4 p¥e g

~

/

2 /.
‘/l’ - mc /,” ,

m € a massa dos eletrons, ¢ a velocidade da luz, T,eT, sao uma
medida das temperaturas perpendicular e paralela, dadas em unida-
des de energia; & @ um parametro inteiro maior ou igual a zero.
Esta funcao distribuicao e basica em nosso modelo. Nos
capitulos IV e V realizamos uma analise numerica do processo de
emissao e absorcao de ciclotron, introduzindo valores para 0s pa-
rametros do plasma; nesta analise usamos a funcdo distribuicao na
forma tal qual apresentada em (I11.21), ou na forma de uma superposi
cao de dois termos do tipo dado bor (I1.21), com valores diferen

tes de ¢, Tl e T“.



IT1. TENSOR DIELETRICO E TENSOR CORRELACAO DE CORRENTES

Os elementos do tensor dieletrico para um plasma infini
to, homogeneo e magnetizado, no caso de oscilacoes eletromagnéti-

cas de alta freqliencia, sao dados por [Be66]:

qu,= "'Xé /"r’ F’i“otn"f%n Lf

T BenY - Wapn
+ : . 3 ] el - rlu .
Xédaépf [dp’%“(a-m o aﬂ)f (111.1)

onde a,B = X,y,Z e

X = Gp/0? Wo =T ym | Y = QS

feBofmel |y (1 pm

-e @ a carga do eletron, Ng © numero de eletrons por unidade de

volume, B, a intensidade do campo magnetico,

T’}() = ”Jn(”)/{/ ) -’Gn = AJ/; (r) } "{7;” = f'i;\jn (f)//ﬂ_l_ .

J, e J; sao a funcdo de Bessel de ordem n e sua derivada, respec
tivamente, de argumento p = -Np /mcY, onde N e 0 indice de refra-
cao, definido por N = ck/w; f € a funcao distribuicao de momentum

dos elétrons, e L e um operador dado por
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L=(1-0p)2 , Mra 2

jmc "2 Amc IJp (111.2)

Neste trabalho, estamos interessados em propagacao per
pendicular ao campo magnetico, em um plasma que e finito e inomo-
geneo. Entretanto, a inomogeneidade e suposta fraca, de modo que
usamos uma aproximacao no calculo dos elementos do tensor diele-
trico. Esta aproximacao consiste em supor que as propriedades diele
tricas sao funcao dos parametros locais, ou seja, que podemos usar
a Eq.(III.1) para obter os elementos do tensor dieletrico em cada
ponto da lamina de plasma, caracterizando o que chamamos de plas-
ma "localmente homogéneo”. Portanto, tomamos a Eq. (I1I1.1) para
N, = 0 e com uso da funcao distribuicdo (11.21) obtemos os elemen
tos €up que caracterizam nosso plasma. Este calculo e bastante tra
balhoso, de modo que neste capitulo apenas delineamos as aproxima
coes envolvidas e apresentamos as expressoes finais, usadas na ana
lise numerica. Os detalhes do calculo sao deixados para o Apendi-
ce.

Nosso plasma e levemente relativistico, de modo que ¢€
possivel usar somente o primeiro termo relevante da expansao da
expressao (111.1) em potencias de uz. se for satisfeita a condi-

~ 2

cao p° << 1. Este parametro de expansiao pode ser avaliado se to

marmos o valor médio de p,» para a funcao distribuicao (II.21):

il

2
e_ N2 [ F(h-’r:Q} (1113)
‘) Y ML |

Alem disso, como estamos interessados em radiacao em fre
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qlencias proximas a freqllencia de ciclotron eletronica, mantemos
apenas os termos que correspondem ao harmonico fundamental (n = :1).

Escrevendo ¢ = ¢' + 1 ¢"_ , obtemos:
af aB aB

Eax = 1 v '3!' dr exp (- uur/2) _):- hc.(r)
G:=7

£, - -iafa exp (-4r2) £ G hg )

€2 = Enae w N X, (111.4)
éx’z = f&'x =0 E':)'? = E'z;, =0

{:;3 = - E;A E;)-;) SR )

onde

"2
B = X u, (u28) /d

{-1
hgtv) = - {1+ (t—xf)[(l-é,",)z. (¢-1-m)! xqg - x£ e‘K‘E;(xo)}

&uo =4- 2 /u,,Bgdr exp (-Hor2) v? hs(r)

(-1 -
() = (4-30) & (0 1-m) 1 5] - xs € E; (x)



Xé‘! =

X,‘--l-h.o(,. :

L = te (r/2) - aVY

E;(x) & a integral exponencial

onde P indica o valor principal da integral. 0 simbolo 8 n

(a/yz)/,h mp(thUQ)r‘
v

:-M‘,‘XO R

Ly = 1+ (r2/2)

D

(454

At
E; (x) = f £ _ dt
et

ca a delta de Kronecker.

[ A

hc(f)

Y= pfu /(mc) .

[AS72], definida por

{(x>0),

As partes anti-hermitianas sao dadas por

" '1' l (
Enx = k, Y.ilu__ Z: (k)
S k-0

‘1(1—‘5&@')
S = NG
€y == Epa

0-k
éf

tier

+ O
LE

'
(8]
e
S

v
e
» =
o~

L]

p
-

e

] + (ﬁ:i)‘/z QV{ (5'/£¢I+)

+ éga 7 Deos

1

2
=5q,

I}

29

indi

(I111.5)
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el 12
K,=Fx My 'R“ Clr"(}h/-)’t/l) ,
1 @) 2t

m
¢m = (?m- ',!! ' e", . (I'l|ﬂ -z (‘.l”i,',)!! : ' i
(25)™ € (2m v1-2)0t (25930

P1=1-Y ’ '74.=21/'q";/3|‘

./
tv Ot =(Idl/z)/",

+
~
W
\
A3
-l
i

d= My - pu , s=-d/Idl
ook S () e [y T Beer
= = . A - s I 4 . ke
82 .7’- — k>_0 i t’.'rzk { Iy € [/L 6‘, e ]

v (Fn)E erf (57 q.) 171 s * ez }f

erf(x) e a funcao erro [AS72], definida por

X

erf(«) 2 /v,.,v(-/").lf

u”/l 0

L . . .
(ﬂ) = ﬁTT%fFTT e o coeficiente binomial e m!! o duplo fatorial.
Evidentemente, as expressoes (II11.4) e (II1.5) satisfa-
zem 3s relacoes (I11.9) (Ver Apendice),
Para o calculo do tensor correlacao de correntes, o pro

cedimento € similar. Seus elementos, para um plasma infinito, ho



31

mogéneo e magnetizado, quando k, =0, sao dados por [Sh67]

G (‘?\..) = ”‘;: \ Z /d]p Pi 'T":’ i_"._"_’_' { -i)(b'fnY)
J

2muw (2_;,‘/ nz-p

(111.6)

Supondo o plasma localmente homogeneo, expandimos estes
elementos em potencias de p2 e tomamos o primeiro termo relevante
dos termos correspondentes ao harmonico fundamental, obtendo (os

detalhes sao dados no Apendice):

k

Gy = gK, '4)( 2 ( ) Lo {'7, Q.Sq' ("bk,o) Qk-l

o k-0 tiv?.k

. (Is)‘/le'f (5‘/1."‘_) I 9‘,.0 + (f-é,'o) €. }j

2 K ( )('H Gt f+1 ot - -:,r""
= M i A1 -1 eI . l - Cf ¢ ' e
ey Gy e L O B LT
"/1_ . _1/2_
- (19) Cerf (v qe) P, (111.7)
Gyy * Gas G‘a ==y = - ( Gur,
Gxg = Ggy =0, G?l = -C§2 =il =0,

onde g = wmczl[(Zn)suL]. Estamos agora prontos para uma aqSlise
numérica do problema da emissdo induzida de cTclotron, o que pas~

samos a fazer no proximo capitulo.



IV. ANALISE NUMERICA I

Neste capitulo estudamos os efeitos da anisotropia de
temperaturas e da inomogeneidade do campo magnético sobre a emis-
sao induzida de ciclotron, alem de verificarmos a dependencia do
coeficiente de absorcao em densidade e temperatura [ZD83], [ZD82a).
Este estudo e realizado atraves de uma analise numerica, tendo por
base as expréssGes analjticas obtidas nos capitulos anteriores,
Nosso modelo supoe uma lamina de plasma, com parametros levemente
inomogeneos na direcao perpendicular as faces. Para a analise nu-
merica, escolhemos perfis para os parametros do plasma; evidente
mente, estes perfis tem uma grande dose de arbitrariedade, mas po
dem ser pensados como representativos da secao central de um plas

ma confinado por espelhos magnéticos.

N (x) = D) (1 - x7/)

kd

T, () - TLI,,(O)(1—x‘/uZ)" (1v.1)

Bo (x) = B, (a) [ 1+ 5 cen [in/2a) ]

12 cm'3, TL(O) = 10 kev, 0 - T"(O) 2 10 keVv,

onde ne(O) = 7.10
Bp(a) = 15 kG e a = 10 cm; o parametro 5 & pequeno e da margem a
uma pequena fnomogeneidade do campo magnetico.

Antes de prosseguirmos, cabe um comentario. Bornatici,
Engelmann e Lister [BEL79] mostraram que no calculo de processos
de absorcao e emissdo de ciclotron no modo extraordinario pode-

riam aparecer efeitos relevantes devidos a termos de ordem mais
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alta na expansao dos elementos do tensor dieletrico em potencias
do raio de Larmor. 0 parametro relevante para a inclusao ou nio
destes termos seria mﬁ/ﬂz (para um plasma termico, o efeito seria
significativo para (mp/nc)z =1). Em nossa escolha de parametros,
este quociente rao excede o valor 0,32, o que esta abaixo do limi
te critico fixado em [BEL79].

E bem verdade que o limite fixado em [BEL79] e valido
para um plasma Maxwelliano e que este nao € em geral o nosso caso,
neste trabalho. Entretanto, como se trata de avaliar correcoes de
vidas a termos usualmente desprezados, nao esperamos que para dis

tribuicoes nao-Maxwellianas este aspecto seja substancialmente al

terado.

2

Além disto, usando (II1.3) obtewos pic = 0,07 [r(£+3/2)/217%,

onde tomamos N2

= 1,3, um valor similar ao obtido na aproximacao
de plasma frio e que pode ser verificado posteriormente, em busca
de consistencia. Como usamos no maximo s+ = 3, ficamos com p:sx =
= 0,25, 0 que serve para justificar a expansao em potencias de p2
feita na obtencao do tensor dieletrico e do tensor correlac3o de
correntes.

A funcao de distribuicao de velocidades que usamos e do
tipo "cone de perda generalizado”, com anisotropia de temperatu-
ras, conforme apresentada na £q. (11.21). 0Os elementos do tensor
dieletrico e do tensor correlacao de correntes sao obtidos direta
mente a partir das expressoes derivadas no Capitulo II. Evidente
mente, a funcao distribuicao que escolhemos nos permite uma liber
dade adicional, alem da escolha dos parametros dados por (}V.l);
esta @ a escolha do inteiro t, que caracteriza o aspecto de "cone

de perda” da distribuicao.
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IV.1 - Campo Magnetico Homogeneo

Iniciamos considerando o caso em que o campo magnetico
é homogeneo (6 = 0). Na Figura 1IV.1 mostramos a dependen-
cia de k" (parte imaginaria de k) em x, para ¢ =1 e 2=3. Vemos
que ocorre amplificacao (k" < 0) em uma regiao consideravel da la
mina de plasma. A extensdo desta regido de amplificacao pode ser
compreendida a partir de uma interpretacao simples. As particu-
las ressonantes com a onda devem satisfazer a condicao y-Y = 0.
No caso em que T, 0, que e mais simples, esta condicgdo pode ser

expressa como pfr m2c? (y2

-1), onde "r" indica particulas res-

sonantes. Por outro lado, a funcao distribuicao dada por (I1.21)

tem seu maximo em z mzc2 22/u . Da igualdade de p2 e 2
Pim L Lr Pim

do perfil de temperatura (IV.1), mostra-se que pode existir ampli

e

ficacao para valores de x entre

1y,
to{h}_m&.é. Z_f_l)/}
) Y

correspondentes a ressonancias em valores de p, para os’quais a
f(p ) apresenta derivada positiva. Assim, para TL(O) = 10 keV e
Y = 1,01, ocorrem valores negativos de k" entre x = 5,3 cm, para
t=1, e x = 17,6 cm para 2=3, como visto na Figura 1. Quando T,#0,

2 -=m2c2 (YZ_]);

ha um intervalo de valores para pfr, cu seja, 0 P, ¢

conseqlientemente, o processo de amplificacao pode iniciar em x =
= ta e assim sobrepujar a absorcdo em uma regiao maior do que no
caso de T, = 0.

Com relacao ao valor de k"(x), podemos fazer uma inter



(a)

X (cm)

Figura IV.1 - k" como funcao de x para diferentes]\éalorgs de T, e
(a) e =1, (b) 2 = 3; ne(0)=7x10 cm , T, (0)=
. =10 keV, B, = 1,567, 6§ =0, Y =1,01.
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pretacao quaiitativa dos resultados na Figura IV.1 (Ver Fig. IV.2).
Tomemos T, = 0, por simplicidade. Proximo a borda da lamina temos
pir >> pfm, de modo que a inclinacao da funcao distribuicao no pon
to de ressonancia e pequena e negativa, resultando em pequena ab
sorcao. A medida que a onda prossegue para o interior da lamina
ela passa sucessivamente atraves de regioes de inclinacao crescen
te, constante e decrescente, ate chegar ao ponto de inclinacao ze

ro, onde Pip = Pips correspondentemente, o coeficiente de absor-

am
cao cresce, passa por um maximo, decresce e vai a zero. Prosseguin
do para o interior, o processo de amplificacao inicia e cresce. En
tretanto, para valores suficientemente grandes de 2, a inclinacao
positiva da funcao distribuicao pode comecar a diminuir antes que
a onda atinja o centro da lamina, porque pfr se torna muito menor
do que pfm, causando um decrescimo na taxa de amplificacao. Este
ultimo efeito pode ser claramente observado por comparacao entre
0s casos de ¢ =1 e £=3, na Figqura IV.1.

Na Figura IV.3 mostramos a emissao em Xy =3, dada pela
Eq. (I1.20), como funcao da temperatura paralela T,(0). A emissao
esta dividida por seu valor para Tl| = 0. Para 2 = 0, a emissao e
praticamente independente de T“; para ¢ =1,2,3 a tendencia geral
da emissao de aumentar com T, pode ser eriiendida a partir do com
portamento de k"(x) na Figura IV.1. Por exemplo, no caso de £ =1,
k" apresenta valores negativos cada vez maiores a medida que T,(0)
cresce de 0 kev ate 5 keV, mas o aumento se torna menor a medida
que T, (0) muda de 5 keV para 10 keV; isto e claramente refletido
na inclinacao decrescente da curva para 2 =1 na Figura IV.3.

Na Tabela IV.1 damos a amplificacao da emissao em Xy=a



Figura 1V.2 - Esquema ilustralivo da relagao entre o posigao do maximo da
distribuicao f (p,) e os momenta ressonantes, para diferen-
tes posigoes na lamina de plasma. Mostra-se a ocorrencia de

regioes onde ocorre absorgdo (k" > 0) e regidoes onde ocorre
amplificagao (k" < 0).
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Figura Iv.3 - I (T,)/I, (0) como fungao de T, e diferentes
valores de &; outros parametros como na Figu-
ra IV.1.
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TABELA IV.1 - Az para Y = 1,01 em x,=a para diversos
valores de ¢ e T,(0), com §

= 0.

‘ | 2 3
T,,(0) (keV)
0 20,9 56,0 56,3
2,5 28,7 64.3 56,7
5 35,2 74,5 60,6
7,5 1 40,3 84.1 65,1
10 44,4 93.0 69,4
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para diferentes valores de 2 e T"(O), definida como Al=10 log [I, !/IX .

onde Ix,n refere-se a Eq. (I11.20) para um dado valor de t. Obser
va-se uma grande amplificacao, fortemente dependente de . ESte re
sultado pode ser explicado a partir da Figura IV.4, a qual mostra
a dependencia de k"(x) em ¢, para T,(0) = T, (0) =10 kev. Para =2,
os valores negativos de k" na regido central sao maiores do que
os valores obtidos no caso de 2=1, mas a curva mostra uma certa
tendencia para "achatar-se" na regido do centro da lamina. Para

£ =3, ja ha um decrescimo relativo dos valores de k" em um grande

intervalo de valores de x.

1V.? - Campo Magnetico Inomogeneo

Nesta secao admitimos a possibilidade de uma pequena ino
mogeneidade do campo magnetico (5 £0). Escolhemos valores de 6
tais que o campo magnetico no centro da lamina mostra um acresci
mo de no maximo 2% em relacao ao seu valor na borda, ou mostra um
decrescimo de ate 0,57 em relacao a este mesmo valor, Na Tabela IV.2
damos a amplificacao da emissao em X, =a para valores diferentes
de ¢ e 6, definida como A, = 10 log [Ix’l(dﬁﬂ)/lx’2(5=0)]. Nota-
-se que no caso de 4 =1 mesmo pequenos acreéscimos no campo magné
tico causam uma grande reducao da emissdo, enquanto a emissao fi-
ca muito maior no caso de & = -0,005 do que no caso homogeneo. Is
to significa que para 6=0 a freqlléncia que teria a maxima ampli-
ficacao e algo mais proximo de n, do que a que foi escolhida. Si
milarmente,'os resultados para 2 =3 mostram que a freqliencia de

maxima amplificacao e mais distante de Q- Na Figura IV.5 mostra-



k"(cm™)

X (cm)

Figura IV.4 - k" como fungao de x para diferentes valores de
2 eT, (0) =T, (0) = 10 keV; outros parametros

como na rigura IV.1.
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TABELA 1V.2 - A6 para Y (a) = 1,01 em X, =, para diversos
valores de t e 6 , com T, (0) = 5 keV.

\L -,005 o - ,005 ,010 ,020
L

] 0,9 o0 -17,6 -26,2 -31,8
3 -21,1 0 5,6 1,8  -14,5
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(a) .

k'(cri™)

061~ 6-0.020_" 7S
0010 _" /" -
-08} 00057 7,
0000_~"
-0005—

"~ X{cm)

Figura IV.5 - k" como funcao de x para diferentes valores de & e (a)
o1, (b) 1= 35n (0) = 7Tx 10 e, 1, (0) = 10
kev, T, (0) = 5 kev, B, (a) = 1,56 7T, ¥ (a) = 1,01.
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mos k"(x) para difterentes valures de v ¢ &. Comparendu as Figuras
IV.5a e IV.la notamos que mesmo para & tao pequeno quanto 0,5% a
regiao espacial de amplificacao se torna menor, enquanto k" em
x=0 e reduzido a metade de seu valor. Para 6 = -0,5%, observa-se
justamente o contrario. Uma ané]ise'similar pode ser feita para
as Figuras IV.5b e IV.1b.

AR chave para compreender porque a inomogeneidade pode
decrescer ou aumentar a amplificacao recai na maneira em que ela
afeta a inclinacao da funcao de distribuicdo, na ressonancia. To-
memos o caso de &6 > 0; para 6§ <0, aplicam-se consideracboes analo-
gas. Quando & € positivo, os momenta ressonantes P, sao em toda
a lamina maiores do que no caso de § =0 e seu valor aumenta no sen
tido do centro da lamina, pois Y aumenta. Devido ao perfil de tem
peratura, a localizacao do pico da funcao distribuicao, P, m® tam
bem aumenta no sentido do centro. Quando uma onda se move, por
exemplo, de x = -a para x =(C, pode ocorrer uma das seguintes si-
tuacoes:

Suponhamos que no caso de 8 =0 a inclinacao positiva da
distribuicdo, na ressonancia, fosse crescente até o centro da 1a-
mina, como acontece para £ =1 com nossa escolha de parametros (ver

Figura IV.1a). Neste caso os valores maiores de P, Que ocorrem

r
para 8§ >0 corresponderao a valores menores da derivada da funcao
distribuicao, em cada posicao de regidao de amplificacao. Conse-
qlentemente, resultam valores negativos menores de k" e da ampli
ficacao, conforme se vé na Figura IV.5a e Tabela IV.2.

~ Alternativamente, suponhamos que no caso 6§ =0 a inclina
cao da funcdo distribuicdo na ressonancia fosse crescente ate um

certo ponto da lamina, decrescendo daji em diante no sentido do
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centro. Isto acontece, para nossa escolha de parametros, para & = 3,
como se ve na Figura IV.1b. Nesse‘caso os valores maiores de Pr
ocorrendo para 6 >0 cairao em regioes de maior inclinacao da fun-
¢do distribuicao, resultando em valores negativos de k" aumenta-
dos, assim como em maior amplificacao (ver Figura IV.5b e Tabela
Iv.2).
X

Na Figura IV.6 mostramos n(x) =1 - exp[-2 J k"(x"')dx'],
para ¢ =1 e diversos valores de §; n(x) representa a fracio remo
vida (n>0) ou acrescentada (n<0) a radiacao ao longo do caminho
de -a ate x supondo uma radiacao incidente em x = -a. Novamente ve
mos uma grande amplificacao na freqlencia que escolhemos, se 0 cam
po € homogeneo ou levemente reduzido na regido central. Entretan-
to, para 6 =1%, em torno de 80% da radiacao incidente e absorvi-
da. Para § =2%, quase toda a radiacao e absorvida antes de chegar
ao centro da lamina.

Atraves da informacao ganha pelo uso da Tabela IV.2 e das
Figuras IV.5 e IV.6, podemos concluir que ha uma banda estreita
de freqlléencias para as quais ocorre amplificacao. Da Tabela IV.2 ve
mos que a freqlencia de maxima amplificacao se afasta de @, com o
aumento de x; uma vez que a amplificacao para ¢ =3 nao e tao sen-
sivel a pequenas mudancas na freqlencia como € para ¢ =1, segue-

-se que a largura da banda amplificada aumenta com &.

Iv.3 - Dependéncia em Freqlencia; Efeito de T, e Densidade

As ultimas consideracoes da secdo anterior podem ser ve
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X (cm)

Figura IV.6 - n (x) como funcao de x, para ¢ = 1 e diferentes valores de
&; outros parametros como na Figura IV.5,



47

rificadas diretamente atraves de um calculo da dependencia em fre
qlencia de k" e I,. Para este proposito, supomos novamente um cam
po homogeneo. Na Figura IV.7 mostramos k" como funcao da freqlen-
cia, para t =2 e £ =3 e duas posicoes na lamina de plasma. Sabe-

mos que na posicac x=0cm T e maior do que na posicao x=-0,5 ca.
2

ar

Tl tenha o efeito de afastar de Qc as freqllencias ressonantes. Is

Pela comparacao de p e pim, podemos esperar que esie aumento de
to e claramente observado no grafico da Figura IV.7. Na Fig.IV.8,
mostramos a dependencia em freqllencia de Ix, para os casos t=2 e
£t =3. 0 espectro de emissao se alarga e seu pico se afasta de 2.
quando ¢ aumenta, como antecipado na analise do caso de campo ino
mogeneo. Nao mostramos o espectro de emissao para t =1 porque o
mesmo nao pode ser calculado, no presente caso; no intervalo de
vreqliencias de maxima amplificacao sao violadas as condicoes
R
da Eq. (11.20).

¢ << 1 e |k"| << |k'|,-ambas essenciais para a validade

Para podermos visualizar melhor o que foi afirmado aci
ma a respeito do efeito da temperatura, a Figura IV.9 mostra k"
como funcao de w, em x =0 cm. Nesta figura abandonamos a conven-
cao a respeito dos valores de temperatura adotada em (IV.1) e mos
tramos tres curvas, para T,(0) = T,(0) =5, 10 e 15 keV.

0 uso de T (0) = 15 keV nos fornece o2 = 0,37; evidente
mente, para temperaturas mais elevadas comeca a se tornar menos
valida a manutencao apenas do primeiro termo relevante em poten-
cias de 02 que fizemos no Capitulo IIl. Entretanto, o valor de

2
p_~-

mix Obtido para T (0) = 15 keV ainda pode ser considerado sufici

entemente pequeno para validar a aproximacao, especialmente quan-

do consideramos que os proximos termos devem representar corre-
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Figura IV.7 (a) - k" como fungao de « para diferentes valores
de x e g = 2; ne(O) =7 x lolzcm':i, T, (0) =
= 10 keV, T, (0) =5 kevV, 3, = 1,57, § = 0.
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ole

Figura IV.7 (b) - k" como fungao de w para diferentes valores

dexes=3n(0)=7x10"% e, 1, (0)e

=10 keV, T, (0) = 5 keV, By, = 1,5 T, & = 0.

[INSTITUTD 0 FiSiCA |
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Figura 1V.8 - Ix (w) normalizado a seu valor maximo, como

funcao de w, para &£ = 2 e & = 3; outros pa-
rametros como na Figura IV.7.
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IV.9 - k" como fungao de w, para diferentes valores de
T,emx=0; £=3, n(0)=7x 10'2 o3,

B, (a) =1,5T, 6=0.
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coes ao resultado, sem que se espere alguma mudanca muito signifi
cativa. Alem disso, o calculo feito com TL(O) = 15 keV foi apenas
para dar uma ideia da dependencia em temperatura, nao tendo este
valor de temperatura sido usado no restante do trabalho. Feito es
te comentario, voltemos a Figura IV.9. Ve-se claramente o alarga-
mento da banda de freqlencias que sofre a amplificacao e observa-
-se que a freqliencia de maxima amplificacao se afasta de 2., com
o aumento da temperatura perpendicular.

Uma outra dependéncia que pode ser analisada € a depen
dencia em densidade. Evidentemente, esta ja apareceu quando se es
tudou k" como funcao de x, uma vez que a densidade cresce no sen-
tido do centro da lamina. Entretanto, ocorre tambem uma mudanca
na temperatura, com conseqliente alteracao da posicao do “maxi
mo da funcao distribuicao. Ja vimos os efeitos que isto pode acar
retar. Para estudar isoladamente o0 efeito da densidade, mostramos
na Figura 1V.10 k" como funcao de w, em x =0 cm, para ¢t =3. Usa-
mos 3 valores da densidade; o maior deles resulta em mﬁ/ug = 0,46,
0 que se aproxima do limite fixado em [BEL79], mas ainda nao inva
lida nossas aproximacoes. Ve-se que para os parametros considera-
dos, o coeficiente de amplificacao do modo extraordinario diminui
com o aumento da densidade, ao contrario do que se esperaria nu-
ma aproximacao de particulas independentes. O mesmo tipo de efei
to ja foi reportado na absorcao de ondas eletrocicletronicas em

plasmas maxwellianos densos [FGRM/8].



Figura 1V.

1.0 - nel0}=4. lO‘zcm'3.7 ,

Nel0; =7.10%cri~
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W
2

10 - k" como fungdo de w, para diferentes valores de
N (0), emx=0; £=3,7T,(0)=T,(0) =10
keV, By (a) = 1,56 T, 6§ = 0.



V. ANALISE NUMERICA 11

0 aspecto fundamental da funcao de distribuicao de velo
cidades das particulas que compoem o plasma em nosso modelo e a
existencia de uma inversao de populacao, que possibilita a cessao
de energia das particulas para a amplificacao de ondas eletromag-
neticas. Elegemos para o modelo a funcao distribuicao dada por
(I1.21), a qual apresenta alem do aspecto de "cone de perda" uma
anisotropia de témperaturas. No capitulo anterior, enfatizamos nos
sa analise no efeito da anisotropia de temperaturas e no efeito
de inomogeneidades do campo magnetico. Aliada a esta enfase, mos-
tramos a dependencia da amplificacao em freqllencia, densidade e
temperatura. 0 parametro 2 da Eq. (11.21) permite uma certa mudan
ca na forma da funcdo distribuicdao, que tambem foi explorada ate
certo ponto. Entretanto, em situacoes mais realisticas podem ser
visualizadas distribuicoes de tipos um tanto diferentes, dos quais
consideramos duas, neste capitulo [ZD82b].

0 primeiro tipo apresenta um cone de perda parcialmente
preenchido. Tal distribuicao poderia scr esperada como conseqlien-
cia de colisoes e¢/ou instabilidades geradas por turbulencia. 0 se
gundo tipo e uma superposicao de uma componente Maxwelliana de bai
xa temperatura e uma componente tipo "cone de perda”, de alta ener
gia. Esta poderia descrever certos estados de equilibrio nao-ter
modinamico de plasmas magneticamente confinados [LLT71], [KNY+78].

Estas funcoes distribuicao tem em comum a forma

f=Fff~U-flf (v.1)
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onde o (0 = p s 1) representa a fracao de eletrons Maxwellianos
(¢ = 0). 0 simbolo f, refere-se a funcao distribuicao dada pela

Eq. (I1.21). O primeiro tipo, fI, e caracterizado por

ri

{ : /u“’ =ﬂ1( = Hl.o = ,uu ; (v.2)

gll

o outro, s por

T
£ P>ty s Moo g, FPro=pho o Hie=phy . (v.3)

As partes hermitianas de ¢ sao dadas por

aB

&xx = f?‘» EK‘X,U r (4 "70) E:x‘(

Ex’ = Fo Exa,a + (1 'fc) EA‘D.(
(v.4)

€47 = fo Cr200 ¢ (1 “fo)Earo + “’lz,.fv yei‘e,o v (1-f) Xe;,l]

c
tu;’ = ‘52,( Et)\:) tax

e

E-x.z:ga‘x=0 E-;)Z;:-Ee'a?-o .

As partes anti-hermitianas sao dadas por
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|‘ 4 "
&u = fo Exx'o r (l-/’u)(f‘”'(

(fg“; = Ul[f’o z: c v ("]')O)X;la,i)

’

S ) u " u . Y (V.S)
23.3 = ng EAD = - E:‘)){ = A E"‘
w 1] . n o0 E— " . 0
E‘} = E?x = O éaz = - ZQD = e = L.
Nas expressoes €aB,0° €aB,1’ g0 © €ag,g’ O subindi

ces o e ¢ indicam que elas sao calculadas com a funcao distribui-
cao dada por (I1.21), com £ =0 e com 2 #0, respectivamente. As ex
pressoes explicitas (para qualquer t), podem ser diretamente obti

das do Capitulo III pela substituicao de wo, €wu, , em lugar de u

L na L
e ¥y, -
0s elementos do tensor correlacao de correntes sao da-
dos por
(71(1 = rb Gxx,o t “—f,‘?) Gxx,('
L = fe Core + (f'ﬂJ(Ju,U
(v.6)
(ﬂwv'g GIA (’x; . bnf ] Glﬁ
(7(}2(?2:::0 ('Jt)é"(zz‘;)-‘-t* (Jxezo.
0s subindices 0 e ¢ em Gae tem o mesmo significado que
em e . e as expressoes explicitas sao similarmente obtidas a par-

tir daquelas dadas no Capitule III.
Para os parametros do plasma, escolhemos os seguintes

perfis, no intervalo -a < x < a:
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n, () = n ) (1-x3/a")
T, (=T, (@) (1- )
T, ) =T g o) (1-x7a)°

(v.7)

Bo (X) = L%@ (.I Cl) lgo

il

’

onde ne(O) =7 X10]2 cm°3, B, =15 kG e a = 10 cm. Para as tempe

raturas tomamos:
Em fI, T_L.{ (0) = ‘7:‘¢ (0) = 10 ke‘/,
T,ol0) = T, 0(c) = 10 keV/;

em f11, T, (0)= T, (0) = {0keV,
Too (o) =T, 6(0) = C1 ket

0 campo magnético e suposto homogeneo, por simplicidade.
Mantcmos neste estudo uma freqliencia fixa, tomando Y = 1,01; toma

mos v = 3,

V.1 - Distribuicao com Cone de Perda Semi-Preenchido (tipo fI)

Vamos comecar considerando distribuicoes do tipo fI. Na
Figura V.1 mostramos fI para diferentes valores do parametro po;

I evolui desde uma distribui-

a medida que p, passa de 0 a 1, a f
cao tipo "cone de perda" com 2 =3 para uma distribuicio Maxwellia

na. Sera bom termos em mente a forma das curvas da Figura V.1, pa
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7

N

Lo SNy

Pl
mc

01 02 03 04 05

. R .
Figura V.1 - £ como tungao do momentum perpendicular, para diferentes
valores de p,,
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ra algumas das analises que vem a seguir. Nas Figuras V.2 e V.3
mostramos a dependencia em x de k" e k'. Observa-se da Figura V.2
que para p =0 ocorre amplificacao sobre quase toda a largura da
lamina, excetuando as bordas. A presenca de uma pequena fracao de
eletrons Maxwellianos da origem a uma camada absorvente na regiao
central da lamina, como ilustrado com o caso ° =0,1. Para poz 0,4
ha absorc¢ao sobre toda a lamina, com uma tendéncia geral de k" pa
ra decrescer quando e, tende a 1. A camada absorvente que surge
para pequenos valores de p, Se torna tao efetiva que toda a radia
c¢ao amplificada em outros pontos da lamina e completamente reab-
sorvida proximo da regiao central, como pode ser visto da curva
que representa n(x), na Figura V.4. Quando o, e tal que nao ha am
plificacdo, toda a radiacao e absorvida, sendo que o comprimento
da regiao de deposicao de energia aumenta com p,» coOmo visto nos
casos de poo= 0,6 e p, = 1, na Figura V.4,

E possivel compreender qualitativamente estes resulta-
dos pela analise dos momenta ressonantes, que satisfazem a condi
¢ao vy-Y = 0, junto com a derivada da funcao distribuicao na res-
sonancia, para cada posicao na lamina de plasma. 0 argumento ja
foi aprescentado no Capitulo IV e nao precisa ser repetido aqui.
Um aspecto novo a ser notado no presente caso € que a derivada da

il

na ressonancia pode adquirir valores negativos em duas regides
do espaco de velocidades, como pode ser visto a partir da Figura
V.1,

Para P, em torno de 0,3 os calculos mostram um aspecto
inesperado que merece mais alguma analise. Na Figura V.3 vemos que
k' apresenta uma variacao forte, bastante localizada- proxima ao

ponto x = -6 c¢cm na lamina de plasma. Na Figura V.2 vemos que ocor
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k' (cm™)

-2

X (cm)

Figura V.2 - k" como fungao de x para diferentes valores de p,; fungao
_ distribuigio ',
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k'(cm ™)

-8 6 -4 -2 0
x (cm)

Figura V.3 - k' como fungdo de x para diferentes valores de pg» fungado
. distribuigao fl.



X (cm)

Figura V.4 - 4 (x) como fungao de x para diferentes valores de p,; fun

¢ao distribuigao fl.
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rem valores grandes de k", com sinais opostos, proximo ao mesmo
ponto. A primeira vista, poder-se-ia esperar um desaparecimento
gradual dos valores negativos de k", a medida que p, rresce de
p,=0 até o =0,4, devido ao desaparecimento da regiao de deriva-
da positiva na funcdo distribuicao (ver FiguraV.1); ao inves dis
so, ha variacoes violentas em torno do ponto onde k" e zero. Para

ver porque isto acontece, consideremos a expressao
U . b, 2 2
M= (12w ) (g -iedy )" & [led?

esta expressao resulta de tomarmos a parte imaginaria da expres
sao para Ni, em (11.12). Olhemos tambem para a dependencia espa-
cial de c;x e c;x’ mostrada nas Figuras V.5 e V.6. Mesmo para uma

distribuicao Maxwelliana (p0 =1) ¢!

XX pode mudar de sinal dentro

da lamina, como conseqléncia do efeito de giroressonancia relati-
vistica. Tambem c;x pode mudar de sinal, correspondendo ao fato
de que ha ressonancias nas regioes de derivada positiva e negati-
va da funcao distribuicao. Como conseqliencia, tanto u;x quanto n;x
podem tornar-se simultaneamente zero no mesmo ponto da lamina de
plasma. Em nosso caso, isto acontece proximo ao ponto x = -6,2 cm,
yuardo b 0,27. A razao -;X/|LXX|2 pode neste caso tornar-se mui
to grande, com sinal positivo ou negativo, o que explica a varia-
cao rapida de k". Este comportamento poderia também ocorrer no ca
so de um meio homogeneo, para a escolha apropriada de parametros.
Chamamos a atencao para o fato de que proximo a regido onde acon
tece o fenomeno, o comportamento de k" e de k' € tal que coloca
em perigo a validade da solucdo WKB e a expressao para a intensi-

dade da emissao (ver Capitulo II). Particularmente, a condicao



L
= ==

x (cm)

igura Vb - ';x como fungan de x para diferentes valores de p s
¢ao distribuicao fl,

fun-
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Xx(cm)

Figura V.6 - E;x como funcao de x para diferentes valores de p,; fun-

cao distribuicio f\.
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|k*] << |k'| pode ser violada. Lembramos também que ao avaliarmos

a validade da aproximacao de pequeno raio de Larmor (ver Capitulo

IV) tomamos N2

= 1,3, qeixando este valor para justificar poste-
riormente. Em nosso caso, w/c = 8,7, de modo que a Figura V.3 nos
mostra que a estimativa de N2 estava correta, perigando apenas pa
ra os valores criticos de p .

Na Tabela V.1 damos a amplificacao da emissao em x = a,
x,pollx,o)’

0
onde I 0 refere-se a Eq. (11.20) para um dado valor p,- 0 calcu
o

lo esta limitado a valores de p, Para os quais k' e k" mostram o

para diferentes valores de P definida como Ap =10 log(I

comportamento requerido. Observa-se que para pequenos valores de
p, 2 emissao € primeiro aumentada e logo grandemente reduzida, en
quanto torna-se bastante insensivel a P, a medida que este parame
tro se aproxima de 1. Isto ocorre essencialmente porque neste ca

so a profundidade otica € muito menor do que a largura da lamina.

V.2 - Distribuicao de Cone de Perda mais Componente Termica de

Temperatura muito Menor (tipo fII)

Em sequida,analisamos os resultados para uma distribui-
cao do tipo £l Neste caso temos uma Maxwelliana de baixa tempe
ratura adicionada a uma distribuicao tipo "cone de perda" com 2 =3,
resultando em una distribuicdo que e dificil de desenhar numa es-
cala conveniente. Como a Figura V.7 mostra, 0 meio nao se torna
absorvente nesta situacdao, para a freqliencia considerada, exceto

proximo a superficie. A razdo € que a segunda regido de derivada

negativa da funcado distribuicao ocorre somente para valores muito



TABELA V.1 - Ap para diversos valores de p,; funcao dis

0 .~ 1
tribuigao f .

Po A”o
0 0.0
0.05 . 4.3
0.1 ' -28.4
0.6 -68.9
0.8 -69.9
1.0 -69.4
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K" (em™)
T

NN R N B
-8 -6 -4 -2 0
x (cm)

Figura V.7 - k" como fungdo de x para diferentes valores de p,; fungao
distribuigao fll; para po = 1, @ curva e indistinguivel

do eixo.
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pequenos de p, , para 0s quais nao ha ressonancia significativa. No
vamente e evidente uma grande variacao de k", ocorrendo proximo
ao ponto x = -7,8 cm para P, = 0,7, enquanto k' muda relativamen-
te pouco (Figura V.8) mas mostra o aparecimento de “picos" para
cima e para baixo, quando p, Se aproxima de P, = 0,7. A razao e

aparente, do comportamento de c;x e e, como funcao de x, mostra-

do nas Figuras V.9 e V.10. Tanto e;x e c;x podem tornar-se simul

taneamente zero proximo ao ponto x = -7,8 cm, quando P, = 0,7; o
argumento se desenvolve da maneira ja apresentada no caso de fl.

Outro aspecto que deveria ser notado no comportamento
de k" (Figura V.7) e a grande reducdao do seu valor sobre a maior
parte da lamina, mesmo para valores pequenos de L Poder-se-ia es
perar que uma pequena reducdao na densidade de particulas "cone-de-
-perda” e sua substituicao por particulas Maxwellianas de tempera
tura muito menor fosse quase irrelevante. Deve-se notar, entretan
to, que os parametros e perfis escolhidos para as particulas Max
wellianas garantem que a condicao X > ;? e satisfeita em toda a
lamina, de modo que os efeitos dieletricos sao importantes [FGM+80].
Esses efeitos sao levados em conta atraves da multiplicacao da ex
pressao de k" obtida na qproximacio de particulas independentes
fﬁl{;l_flllﬁ//u; [FGM+80]. A parte anti-hermi

XX
tiana de €, x> Jracas a funcdo & indicadora da ressonancia, contem

[Be66] pelo fator

o fator exp[:ﬁfl (1 -Yzé],nio mudando apreciavelmente com a mis-
tura de particulas Maxwellianas, pois Bp,0 > My 30 essencialmen
te, a parte anti-hermitiana mostra-se proporcional 3 densidade de
particulas "cone-de-perda” (Figura V.10). As partes hermitianas

de ¢, (Figura V.9) e ¢ . , as quais nao contém no integrando a

Xy
funcao & referida acima, sao muito mais sensiveis a mudanca de Py
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k' (em™)

| I Y R B
8 -6 -4 -2 0

X (cm)

Figura V.8 - k' como fungao de x pars diferentes valores de py5 fungao

. distribuicdo 11,



X (cm)

Figura V.9 - ex como fungao de x para diferentes valores de p,;
" ¢ao distribuigao fII

fun-

11



20

8 -6 -4 -2 0
x{cm)

Figura V.10 - e;x como fungao de x para diferentes valores de p,; fun-
¢ao distribuigao fll; para p, = 1, a curva ndo se distin-
" gue do eixo.
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resultando um efeito notavel em k".

A Tabela V.2 mostra alguns valores da amplificacao ﬁ).
A reducao da emissao e evidente tambem aqui. A medida que Py t;E
de a 1, a distribuicao se torna tao fria que a emissao fica des-
prezivel na freqllencia considerada (Devemos lembrar que o interva
To de freqliencias amplificadas ou absorvidas se afasta da freqien

cia de ciclotron quando a temperatura aumenta e que a largura des

te intervalo tambem cresce com a temperatura).

V.3 - 0 Comportamento de k'

Finalmente, discutimos um aspecto aparente em ambos os
tipos de distribuicoes consideradas, que e a ocorrencia de varia-
coes marcantes de k' para certos' valores de p_ (Figuras v.3 e v.8).
Isto contradiz a crenca usual de que k' € quase insensivel a for-
ma da funcao distribuicao de momentum e que portanto o resultado
da aproximacao de plasma frio e bom para k' quando a freqléncia
nao e muito proxima da freqlencia hibrida superior. Nossos resul-
tados mostram esses aspectos sobre um grande intervalo de valores

de » , mas para as situacoes em que . _ tende a zero (isto &, pa

XX

ra valores de p tais que ., e tyy Mudam de sinal nas imediacoes

do mesmo ponto na lamina de plasma) o valor de k' varia aprecia-
velmente com p,s Ou seja, com a forma da f(p) (Podemos acrescen

tar, a guisa de comentario, que ¢__ =0 € a condicao de ressonan-

XX
cia para propagacao perpendicular do modo extraordinario, na apro

ximacao de plasma frio). Como ilustracao, o comportamento de k'



TABELA V.2 - A para diversos

0 -
tribuigao f”.

valores de p,; fungao dis

Po Ap,
0 0.0
0.1 -39.5
0.2 -49.3
0.9 -70.7
0.95 -74.5
0.98 -78.8
0.99 -82.2
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1

para a f°, na Figura V.3, pode ser verificado de forma simples pe

la consideracao de um ponto onde cx (e portanto *‘ambem ¢"_ ) € ze

Xy
1/2
_|,°_¥_I

€ negativo e tende a zero, com l‘xxl < l‘xyl’ k'

ro. Nesse caso temos, a partir da Eq.(11.12), k' =%

Portanto, se € x

pode tornar-se grande; se ¢'_ tem um valor positivo pequeno, com

xx
les, ] > |c;y|, k' pode tornar-se pequeno. 0 primeiro caso ocorre

- . _ Vo _
para p = 0,3 proximo ao ponto x = 6,4 cm, onde € x 0,3 e ‘xy =

= 1,21 (como pode ser visto nas Figuras V.5 e V.11); o segundo

caso ocorre para p = 0,2 proximo ao ponto x = -5,4 cm, onde c;x =

= 0,49 e c;y = 0,39 i.



1 ] | 1
-8 -6 -4 -2 0
x(cm)

Figura V.11 - e; como fungao de x para diferentes valores de p,; fun-
cao distribuicio fI. '
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VI - CONCLUSOES

Neste trabalho nos propusemos a estudar a ocorrencia de
radiacao induzida na freqléncia de ciclotron dos eletrons, em um
plasma finito e n3o homogeneo. A inomogeneidade foi suposta sua-
ve, o que nos permitiu obter os campos t e B da radiacdo atraves
de uma aproximacao WKB. 0 coeficiente de absorcao do plasma, pro
porcional a parte imaginaria do vetor de onda, foi calculado a
partir da relacao de dispersao, sendo a intensidade da emissao na
superficie do plasma obtida atraves de uma media de ensemble do
vetor de Poynting. Em todo o trabalho o plasma foi suposto leve-
mente relativistico, tendo sido mantidos apenas os termos de mais
baixa ordem da expansao em poténcias do raio de Larmor, ao serem
escritos os elementos do tensor dieletrico e do tensor correlagao
de correntes. A funcao distribuicao foi escolhida de forma a apre-
sentar uma inversdao de populacdo, que pudesse propiciar a transfe
réncia de energia das particulas para as ondas. Usamos uma funcao
distribuicdo com deficiencia de eletrons com pequenos valores de
velocidade perpendicular ao campo magnético (tipo cone de perda),
havendo um parametro livre (2) que permitiu variar sua forma. Man
tivemos uma anisotropia de temperaturas, o que possibilitou estu-
dar o efeito da variacdao de T /T,.

Quanto a geometria do plasma, adotamos como modelo wuma
lamina, finita na direcdo de propagacdo da onda e infinita nas di
recoes perpendiculares. 0 campo magnético foi suposto paralelo as
faces da lamina, portanto perpendicular a direcdo de propagacdo.

Para uma analise numérica, escolhemos perfis de densidade e tempe
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ratura cujo aspecto fundamental e mostrarem valores crescentes no
sentido do centro da lamina, comportamento que nos pareceu tipico
de plasmas finitos. Ao campo magnético permitiu-se uma leve inomo
geneidade, de grau muito menor do que a apresentada pelos perfis
de densidade e temperatura.

A analise numerica a que nos referimos foi dividida em
duas partes, apresentadas nos Capitulos IV e V. Em ambas nos limi
tamos a apresentar resultados referentes ao modo extraordinario,
que apresentou efeitos mais notaveis, para os parametros escolhi-
dos. Primeiramente, analisamos o efeito de T"/T_L e do parametro %,
mostrando a tendencia geral da emiss3do de crescer com T“/TL. Ana-
lisamocs tambem o efeito de T; e da densidade; mostramos que a fai
xa de freqliencias que sofrem amplificacao se alarga e se afasta de
. a medida que aumenta TL, o mesmo efeito sendo observado com o
aumento de £. Quanto a dependencia em densidade, vimos que o modu
lo da parte imaginaria do vetor de onda (k") diminui com o aumen-
to da densidade, para uma dada freqllencia, ao contrario do que se
esperaria na aproximacao de particulas independentes. Admitindo
que o campo magnetico possa ser inomogeneo, mostrou-se que mesmo
inomogeneidades muito pequenas do campo podem afetar fortemente a
emissao, devido a pequena largura da faixa de freqliéncias amplifi
cadas; a medida que uma onda viaja dentro do plasma, pode encon-
trar condicoes de amplificacao muito diferentes, bastando para is
so mudancas muito pequenas na intensidade do campo magnético. Mos
tramos que esses efeitos podem ser interpretados fisicamente em
termos dos momenta ressonantes e da derivada da funcao de djstri-
buicdo.

Numa segunda etapa, investigamos a influencia da forma
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da funcao distribuicao, tendo em vista o aspecto da supressao do
carater de cone de perda; usamos dois tipos de funcao distribui-
cao neste estudo: uma, chamada fl, formada por superposicio da fun
cao de cone de perda e uma Maxwelliana de mesma dispersao termi-

ca; outra, chamada fII

, formada pela funcdo de cone de perda adi
cionada a uma Maxwelliana de temperatura muito menor. Para distri
buicoes do tipo fl, verificou-se a possibilidade de formacao de
uma regiao muito efetiva de absorcao na parte central da lamina,
capaz de absorver toda a radiacao amplificada no restante. Aumen
tando o carater Maxwelliano da distribuicao, desaparece a amplifi
cacao e ocorre absorc3ao em quase toda a lamina. Para distribui-

coes do tipo 2

a presenca da componente Maxwelliana fria reduz
a amplificacdo sem produzir absorcao apreciavel, na freglléncia con
siderada, de modo que a emissdao se torna desprezivel quando a com
ponente fria e dominante. Para ambos os tipos de distribuicdo mos
trou-se que a transicao para o estado Maxwelliano pode ser acompa
nhada por comportamentos peculiares dos elementos do tensor dielg
trico, resultando grandes variacoes localizadas do vetor de onda.
Estas variacoes podem invalidar o uso das aproximacoes da otica
geometrica e apontam para a necessidade de algum cuidado ao Su-
por, como e feito freqlentemente, que a parte real do ndice de
refracdao e independente da fun¢ao distribuicdo, se a freqlencia nao
e proxima demais da freqliencia hibrida superior.

Tendo apresentado um resumo do que foi feito, menciona
mos alguns pontos que nos parecem caminhos naturais de extensao
deste trabalho:

Ao longo do texto, afirmamos repetidas vezes que o modo

ordinario mostrava resultados pouco significativos, em matéria de
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magnitude, quando comparado ao modo extraordinario, sendo por es
ta razdo deixado a parte na an2lise numérica. Alem disto, no estu
do feito ro Capitulo V nao observamos a ocorrencia de comportamen
tos peculiares do indice de refracao do modo ordinario, ao contra
rio do que ocorreu no caso do modo extraordinario. Fizemos sempre
a ressalva de que tal comportamento acontece para os parametros
considerados. Ja foi mostrado que para altas densidades em um plas
ma Maxwelliano o mode ordinario pode ser mais absorvido do que o modo ex
traordinario [FGRM78]; no Capitulo IV, vimos a parte imaginaria
do indice de refracao do modo extraordinario diminuir em magnitu-
de com o aumento da densidade (enquanto a quantidade corresponden
te do modo ordinario, nao apresentada, mostrava crescimento). Es
sas consideracdoes mostram que um estudo da interaciao do modo ordi
nario com um plasma mais denso do que o usado no presente traba-
Tho tem um interesse potencial. Evidentemente, o modo extraordina
rio tambem poderia ser estudado em densidades maiores, se inclui-
dos termos de mais alta ordem nas expressoes dos elementos do ten
sor dieletrico [BEL79].

Citamos tambem o estudo das propriedades de emissao e
absorcao em harmonicos mais elevados da freqléncia de ciclotron e
o estudo da dependencia angular da emissao. Este ultimo item ad-
quire maior relevancia se levarmos em conta os aspectos peculia
res do comportamento do indice de refracao observados no Capitu-
lo V. Em especial, poderia ser de interesse um estudo das proprie
dades da velocidade de grupo de ondas com propagacao perpendicu-
lar e obl7qua em relacao ao campo magnetico [TFI81], [mp811l.

Finalmente, mencionamos um tema de carater mais geral,

envolvendo a rn~Asr.. filosofia de abordagem do problema da emis-
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sao induzida de ciclotron. Em nosso tratamento, assim como nos de
mais mencionados na Introduc3ao, a funcao distribuicao usada para
calcular as propriedades do plasma foi suposta conhecida e cons-
tante. Em outras palavras, tratou-se de forma estatica uma situa
cao intrinsecamente dinamica, admitindo-se implicitamente a exis
tencia de mecanismos capazes de assegurar a manutenc3o de um esta
do de equilibrio nao tefmodinamico. Uma alternativa seria o estu-
do da evolucao temporal da funcao distribuicao por meio de uma
abordagem quase-linear, eventualmente com a inclusao de colisoes.
Um programa de pesquisas desse genero, embora certamente bastante
complexo em materia computacional, seria sob certos aspectos mais
realista e poderia levar a uma melhor compreensao do problema das
instabilidades de ciclotron em plasmas confinados por espelhos mag

neticos.



APENDICE: 0S ELEMENTOS DO TENSOR DIELETRICO E DO TENSOR CORRELACAO
DE CORRENTES

1. Elementos de ¢

afB

No capitulo III, encontramos uma expressao para os ele
mentos do tensor dieletrico de um plasma magnetizado, no caso de
oscilacoes eletromagneticas de alta freqliencia (Eq.(III.1)). Parti
cularizande esta expressao para o caso de propagacao perpendicu-
lar ao campo magnético e considerando apenas os termos com n =-1,0

e 1, obtemos:

et =5+ X[ ETraTie 2 o XE [40 PilinTsn 2
. ' / r au af’l{ n= 14 /f anY aﬂ

+ X Sx2 %63 }& p fp" La - P 2 ) { ) (1)

fu fL oOpc
onde = = nd (o)/o, "vn = iJ,',(o). "on = PyInle)/p, o =-Np /mcy.
Se for valida a condicao pz << 1, podemos expandir as expressoes
2

de ¢ _ em poténcias de p°~ e tomar o primeiro termo relevante des-

af
ta expansdo, para cada harmonico:

E..= 1+ X [43 __/(4 P
* / Y Bﬂ;{.+ 3 ¥+ Y Df’x{- (2)

= -iX 2 (X [dle _Pr
g l'c/j __f_—aff-f"//f’X}'aﬂ.f
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e
1

X =~ /d {Zir aﬂ*fxfdr %f—off

€.u = Exx « X [d*% Pl D
29 X T/"’-il—ghf

ap= i X [dF puf X [ D
3 zlfdaﬁ{— q[foOﬂf

'(x/d 2 f | (2)

1 5.

. 2 .2
€ox A+ X [dp pu LA X [Eppipt e D

Y B °n
+ X -.‘l r’u
[ J+ ’( }o.z. 2 f
Eax = - S,{a Eit = gl? Eeaz - Eag- -

Neste trabalho, tratamos sempre de funcoes distribuicao
pares em p, ; neste caso, os elementos €yz © Eyz sao nulos, de for
ma que ficam reduzidos a cinco os elementos do tensor dielétrico
que devem ser calculados. Alem disto, podemos simplificar o cilcg
lo desprezando. em €yy © termo que veio da contribuicao de n=0; es
te termo e da ordem p2 e nao possui denominador ressonante, de ma
nefra que nao contribui para a parte anti-hermitiana do tensor die

letrico, nao se devendo esperar uma contribuicao significativa pa

sao:

ra a parte hermitiana. Portanto, as expressdes para €qp
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&x,(:naé:_u Exo ,  onde Cera™ }dpx_” aﬁri
&“3__L Z’_' < éxx g = - &ax :
Exz = Cax =0 633" Exs

(3)
E\az. = - E}» :0 /]

Eza = Eazo + N© 3 7(&6

=31 /

onde

Eoz'f'fx d3 “__EL
2 /PL()' '2,0,7[

X., =X _1 /43 Plr 2
e o Y mieiyl r 3_” aﬁlc

As funcoes de distribuicao de momentum usadas neste tra
balho apresentam simetria cilindrica no espaco de momentum; neste

caso nas expressoes (3) temos termos do tipo

cly, y de, F (P, 1%)
[w I /f /- XI_U:’

que pniem ser escritos como:

»0

/ c/lo.,/ dAx ﬁ(f’",x) (())*'(7'7)
- oo ) X - (Yz- 1~ ptfmé?)

Acima introduzimos a variavel x = pf/mzcz; estd expres
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sao pode ser separada em parte principal e parte ressonante, atra
ves da formula de Plemelj, usando-se a prescricao de Landau para

a passagem por baixo do polo:

-]

/d,/d,‘ Flex)(ivar) dp I dx (wa)
r (-0t pim] rgs -or

of

.. (T /‘lf" /dx F(/"..,x) alr-v) . (4)

Definimos as partes hermitiana e anti-hermitiana de €aB

- s ’ - * " - _ ¥ .
re;pect1vamente como €', = (eas"cau)/z e erg = (eaB cBa)/ZI,com

o uso da expressao (4), temos

™
>
p_Y

1

)
1+ ;g?l Exx,d

by = -1 @&ine =- &,

G-t

(5a)

™\
=
~
N

Eh-0 &)y = El )= - &

E;i = Eazc + M .Zi_ ;(;! G

Gg=11 !

onde

' ~ - 2
éxx,a = (T’(/Q)/o‘clf"f;d'ﬂ" Y_E:;“ 5%:;

20 Oo

] -‘ 2vy? C_," cl‘_ »
X = (oifanien®) | o o £ 2
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- 0 tl i
2"9 = - EDx = = Exl: )
(] - I E Eu “EAu - [ ] (Sb)
2,(;‘-2&,:-—0 ) M= J 92 = éa:“&’l=ol
n 2
=n ,
onde

X = - (15c/2mr) [ pu [ plp2 2. f 85-1)

la - Distribuicao com T" $FT

A funcado distribuicdo a ser usada esta definida pela ex

pressao (11.21), de modo que suas derivadas sao

Ff&%l,l;iaﬂ-(«?ﬂi/ﬂr’f]ﬁ f .

(6)
i 9 - - ﬂl“ 1[2 -

Com isto astamos prontos para o calculo explicito dos
elementos do tensor dielétrico. De acordo com as expressdées (5),

. ‘n . .

so precisamos calcular cinco quantidades, xx,0’ Szz0’ X22,5" ©
"

e XZZ'

"
XX
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Calculo de €ox’

0 integrando que aparece nas partes anti-hermitianas das
expressoes (5) pode ser modificado com o uso de uma propriedade da

funcao delta:

é(X-Y) = 2_ é(r’i-ﬁ:)
B

onde a soma & sobre todos os valores de p, que satisfazem a condi

2 2 2 2

€30 y-Y = 0. y-Y =0 » yv° = Y° » p,=m cz(Yz-l-rz), onde introdu

zimos a variavel r = p“/mc. Assim, haveria dois valores de p, sa-

tisfazendo & condicdo y-Y = 0 (se Y>1), que sdop , = :mc(-B]-r'z)]/2

onde Bl = I-YZ.

Como p, deve ser positivo, a unica raiz e P,-

2 (¥-Y) = 1
aﬁ, y mZLL

Pr=Pii PL=Fss

i

Yméc?

F‘
\
]

Portanto,

5(yY)=vmicr | 2l -puy) Y=lr(me)®/p))
Fre

5L e - me(-pmr)t ] 2

A expressao para e¢”_ fica (com o uso de (6))

XX
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é:‘ - - (ﬁz;(y/z)(mc)}'[,rlf“/dﬁ [.2( - (.Uu/b)rf] {

5[ g -me (i)

re

E,“=- (% xv/z)(ch/ [Ql- Hi (ﬁ,,r )] fs (8)

| ! |
onte  fr = A (mf [-pu-r] exp[- de (o) 27

r, = (-31)1/2, r_=-r, (os limites da integral sao r,er_ por-
que p deve ser real).

Na expressao (8) temos
{ ) f+14 (
[’3( “/Lll/g’ -/uL "2] (‘ ,Bi‘rz) ‘—'/U.L (’1) ('71*'2)(_/;1"k2) .

onde definimos a quantidade n, = (Zz/ul)+B]; esta expressao pode

ser escrita como

(+t ¢ -k gk

. ¢
fo (1) ('7;*’)2‘ (lr) hovo (9)

k=0

onde (;) & o coeficiente binomial, () = [2!/k!(z-k)!].
Agora, definimos algumas quantidades e mudancas de va-

riavel:

(10)

da fi-p | s2-d/ldl, ta(191/2)", qetr
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Com o uso destas grandezas, escrevemos c;x

- (%7 () po (0" enp firR)

t 9r . s
Z ('E)ﬂ’ dq(7 Q/t)c, ¢ q. ()

Apresentamos agora duas integrais de forma similar; a

primeira delas vai ser usada em cxx e £, enquanto a segunda te-

ria aplicacdo em ‘xz e ;x, caso ja nao tivessemos verificado por

argumentos de simetria que estas quantidades sdo nulas em nosso

caso.

1+ L2 -4 2 n-1
[ =m0 & S )t

d
g. 1 ' 75 J=¢ (an1- 251 (259%)
/ 9r " ‘ qr
- ’(-?n-f).’.’ (r—/.’) UFC (c, 41)} + 0, l %(67/5) er(C(s/‘c{)} (12)
2 (Rs)V 4. 9.

/"; qzme—sq: [ ST @ ]7*'
‘,‘ 1 ¢ S angn (24°) '

erfc(x) = 1-erf(x), onde erf(x) € a fungao erro [AS72], definida

por

2 /x 2)
= X - t
erf (x) — 7 ex (-t°) d

0



_tt *N <5

xx = K Y( 1)'” L ( ) ‘Qﬂ' ! {- Q:Sqf[(1-5k-°)7l.

-1
.4, }'_ (e 4 c,"‘“' S (k1)
350 (qk-1-4M! (R598) 2  Go (k. 1-25)4

)] (ws)” erf (sle(ﬁ)[(f %) 7, (k-1) 11

(«qu,z) (2s)k
e 9, M vt (Rd)!! ] :
.0 /71 ‘t'L ‘Qs)k¢1 )
seja @, = (Im-1)!
(Qs)™
9 am 0 1
m= G Z (3m. 1) ! f .' logo,
329 (Qm"'ej”! (o?bquj ;
" . (+1 X ( (-k 2
Ex=Kiv (1) 5 (W) L ) g &5
S ke k) 4102k " e € [(4-9"'0) 71 ek—f

+6.‘/i ] ‘I'S) erf( s/‘q,)[4 )r7 ¢ + »/7 49{”/{ ]} _ (13)
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Calculo de X32°

Tomamos x,,,» das Eq. (15); usando (6) e (7), ficamos com:

K- (wx 720 )m) [ e et L2t ()] {08

Usando (9) e as definigoes dadas por (10), x;, fica da

da por:

Xa = (F%x/7) ("“) A/"‘-L (‘1)(”@"[0 (,“1/31/2)

{ -k

f W ) -
2 (WP a4 g 2liet) -sq°

k=C t!. r2ie 0

Novamente, usando a primeira das integrais (12), temos

d k sq 2 ’
XX s () 2p {-e""' [ 7.4

Y k-C {3-?20( 25

k .

_}:_ (e ¢ 1 2""2 (k-3 1
( kaet- 2J)“ (-?S?z)‘ tL J*9 (k.3 2J) : ("?5(1',))

. (%) u((s"qf)[“] (ko)1 (2ke3)] ]}
(Qs)l'ql +2 (Qs)kfl

Usando as definigoes de ¢p © em, ficamos com:
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i & 4 €-x _h
) \ - . - I . 2
R AT U R X
- (ras')'/‘er( () l No Berr® Ferr /17 ]} (15)

Calculo de exx,o:

Com o uso de (5), (6) e a fungao distribuicao (I1.21), es

crevemos

. . 2+3 1~ =
Enc =TIXA ZQ (mc) 3/ d'V{Ju [0-sa] ! exp (-Myu-pvisz)
= Y itz -ay

pf/b. Na aproximacao de plasma fracamente rela

onde definimos u

tivistico, podemos expandir y:

\ 23 (7 57 ‘ |
s = Tx A2 ™ de L8] & oo (aa-purt2) | (16)
P v O(' - U

[«g
onde a = 1 +‘(r2/2) - oy.
Vamos nos dedicar primeiramente a resolver a 1integral

em u que aparece em (16); de forma generica, temos (para m # 0):
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o -1
‘r i m )‘l“ m-1 ux
5 L ERY. S - f(,( _&_____.(an.\-X)L
X+ [4) X+
(- J - _ ”A
.—=fcli(xm 'Q -a(¢dx xmz (:n(—x)e = ...
0 X+

= m-t -Mx = . _Mx 2 » m-3 .Mx
= ‘f dx x C —O(fclxxm Z'C{ + o %4“ e

c c °

447 u m -
on (o) Pac e L ) T

onde [=¢JK e ]

¢ X+
. m _“‘ , l
¢dxxe o (m-a)! ¢ (m-2)! +o((m3)
¢ X+ol Mn‘l A", 1 ,u
m-1 m - ' m( D A
o ™ D" = T B 1) .
M J-‘U (_Ho{)jfl
MY
Se m=0, / de T e -1 ; 10g0:
¢ X+ oL
- m -Mf -
O de x7e" L ()" T e (18 o) (-at)” >4 (1)
Y Aol 3=0 (Ho()’”

Portanto a integral em u fica:
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M vt : -
¢(|u (¢- ﬂlulu MY 9(«\,)‘[:5_ . L}
Lyt 3V pofy)r

b [ ]

e G

Seja Xg = ~4,a ; nesse caso,
had ' _”‘u ’—‘
fa (C-madd @ [l-s ) (en)n'E L
o olg 14 A -0 X’"
-+ (e- "‘)xt‘ I} . (18)

Passemos agora ao calculo de 1:

o P Uy ol £ iy (ureg)
[ = ¢ du ¢ . - € Lo f du €
v od, +u v U+ ol
Seja x = u, (u +u°);
ul-"lc -
[- e dx ¢ . .
”‘d‘ X

Vamos considerar dois casos, g <0 e a_ >0; quando a, <0,

o
temos [AS72]:

H.L ole

1 M%E (ur)4l) = E.'(;}ﬁa/c)

U
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No caso de a, >0,

Uele pole —
I=c € (Mde)=-e™™ €, (-H,0k)

Portanto, I

a
et Ei(-u,ao), (19)

Inserindo (19) em (18) e voltando a (16), ficamos com:

. ted /7 -
a6 = IxAjtr(md? %/dr op (-U.r/2) [(f-a,,)(i-x.)x: '
My ~

: t _xe -
P2 A - () @ ” l:;(xc)] (20)
3=0 xo’

_ é-1
¢ _x, _
seja  h. (V)= _ ! + “"‘a)[("ﬁl,o)mz- (1-4-m)! Kg = Xg ex’t; he)] ;

ho(r) € uma funcao par em r; com o uso de A, dado em (I1.21), te-
mos :

6.;‘ ¢ ° 8[ ("’ (’_x"' ("L’h "3/..’) L’a (") J . (2])

. 1/
onde Bz XMy (He/27) &/ 7! .

Calculo de x,, :
?

Conforme se ve a partir de (5), a expressao de x;z o e
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similar a de c;x o’ bastando que se multiplique o integrando des
ta por (pfllzczvz):

X‘l‘;. ¢= B / dr exp (-uwtre ) r‘l,,(p) . - (22)
' yt ° :

Calculo de €2 20"

Com o uso das Eqs. (3) e (6), escrevemos:

SRR N P,
¥

o’
2

(e 00
EZEC = 4-' &X ”1 “u (u'/'?'Tl / df/ Ju fz elf (.F.ra/z)
i/ 4 v

. u' exp (~Miu)
do“’u

(23)

onde ag = 1 +r2/2; ao escrevermos a Eq. (23) fizemos uso da expan
sao de y, valida em um plasma fracamente relativistico. A integral
em u que aparece na Eq. (23) pode ser resolvida com o uso de (17)

e (19), resultando

€ = 1 - QXU e (4e/21)"™ [ 4 enp (-puris2) vt
{! ¢

' 0= :
(% e brolEitin) e (15 )67 S 0t ]

= -
[} X,
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V-1
Seja Ao‘v) = (l‘(sl'd) X_ ('-'*ln)! A:' —x: e-“ E‘ {")
m=d

-
]

com o uso de h,(r), a expressao para €70 fica:
Can= 1 - 2 M..B/c dr erp (-p¥¥2) v* bo (vr) (24)
Cabe notar que o denominador de €220 nao e ressonante

(ver Eq.(23)) de maneira que a correcao relativistica em y nao €
fundamental; uma boa aproximagao para €20 poderia ser o uso de

vy =1, com 0 que as integrais sao facilmente executaveis, restando:

= 1 - X | (25)

1b - Distribuicdo com T = T,.:

Quando a fungao distribuigcao apresenta isotropia de tem
peratura, alguns elementos do tensor dielétrico ficam considera-
velmente simplificados; os elementos da parte hermitiana sao obti
dos de forma trivial, bastando colocar T, =T nas expressoes apre-
sentadas na se¢ao 1. Quanto aos elementos da parte anti-hermitia
na, a tentativa de fazer o mesmo resulta numa indeterminagao, por
que tanto q, quanto t se tornam nulos. Ao inves de fazermos o 1i-
mite para T, » T,, vamos recalcular os elementos da parte anti-her
mitiana, operagao quase imediata. Valem ainda as expressoes (5),

de modo que sO precisamos calcular c;x e x;z'




Calculo de c;!:

Vamos partir da Eq. (8), com T =T, =T;

E"; =-(i’zx’(/z)(mc)3/h*dv [2(*[1 (/3.—#")] {f ,

N
onde f* = A (m()d ['/’-Z"", CKf(.ULf'/z) )

(26)

Com o uso de (9) e da definicao de K], escrevemos esta

expressao cComo:

vt & -k ot )
Eax = K, Y(-l)q 'Z (f) ﬁc [_dr (-7L wvi) 3K

k=c

" 0er _g : t-ke | k41 k+3 re
En = K1 Y (") 2_ ‘z) /5‘ l’]l 4 + '2 v ]

k=0 Qkf' 2k+3 v-

Como r, = (-B])]/2 er_=-r, ficamos coy:

b - - Ky @) a0 S @ ) [ |

k=0 VTS k43

Calculo de x;z:

Um calculo similar nos leva a:

) ( k
K= -k (2)pl S ()60 (2o 8]

k:0 '?k*% ékts

(27)

(28)




1c - Distribuicao cou;l’“ =0, TL $ O:

Neste caso a funcdo distribuicao, nor-alizada»a unida-

de, fica dada por:

flel= A, o(p) f'lu exp (- a/b), (29)

g+t

onde A.: (“1/6) /() .

Calculo de €x’

Podemos partir da Eq. (8), com a funcdo distribuicao (29).

™
»
"

(v se) (m T A tupte) ) -

. [
- (nxv/u)(ﬂf Q/f?lf’.') M (-f:) exp (u1/>«/~?). (30)

(92
>
m

"

Calculo de X3¢

Como se pode ver a partir da Eq. (14) este elemento se

ra nulo, devido ao termo rzé(p") no integrando; portanto,

Xez = 0. (31)
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Calculo de ' :
XX ,0

Analogamente a expressao (16), podemos escrever

-
-~ _ \ 7t o.'s/' > s » ) ( _
tu 2 X A\; “"i) £ _“' 1 du .i'_f_‘_",'" : i'_.__i:}\r (-.“;.u)a('('-) ,
~ < q:c . '7',: .,

(32)

onde LI 1 - eV,
Realizando a integracao em r e com o uso de (18) e (19),

ficamos com:

. 2y - 0_.' .
Exne = EXAg 2 md™ [(ea ) (-x ) ne S
U e

v - M
- - (f—’f.c’K.q e L,'("‘d)) .

Usando a expressao de Ao e rearranjando os termos, re-

sulta
. a-1 -
Elee = Ui /ab) | 61w (0Re) | (1-8,0) 5 (-0.mpt 2]
mzp
’ " - Kot -
- Y & tt' (1.4)] (33)

Calculo de X77 . 6°
N 1

Do mesmo modo que no caso de x;z’ a presenca do termo
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rzé(p") no integrando torna nulo o elemento x,, 5 logo,

Xpe20. (34)

Calculo de €220°

A expressao (3), com o uso da funcdo distribuicdo (29),

fornece:

i A N - > :
Erg = 1+ x4 07 [ dp e l-ms) ) 1; )9 !-"7(;’..)] (35)
v et ! O

Usamos agora uma propriedade da funcao delta:

' K
/f%x)é(x40dx= —f(q), onde ' indica derivada em relacdo ao argu-

mento; portanto, em nosso caso:

) ; v .- - ..2 _
[ g gl [205)] 55 -+

portanto,

onde Yo = | ‘ﬁr FJ-Z/MZLL

/

fz_n; 1- Q7 X Ao / dfs f;e()_*" exe (-ps f;z/b) . (36)

C
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Evidentemente, a integral em p, pode ser resolvida com
o uso da aproximacao de y usada anteriormente [Ver Eq.(16)]. En-
tretanto, como ja apontamos, € bastante razoavel tomar Y, = 1, de

modo que resulta:

Cooe = 1 -X . (37)

2 - Elementos de G
aB

Uma vez obtidos os elementos do tensor dielétrico, res
ta-nos fazer o mesmo para o tensor correlacao de correntes. Consi
‘derando na Eq. (III.6) apenas a contribuicdo referente ao harmo-
nico fundamental da freqliencia de ciclotron, tomando apenas o pri
meiro termo relevante da expansao em poténcias de 02 e supondo
pyma funcao distribuicdo par em p e com simetria cilindrica no es

paco de momentum, obtemos

Gx‘ = (“)/M‘( (3”)5)(F(X/2)/.mtlf,'/ “('; ]'”;'g 7( ) (X-Y) ,
G~a=-G~ax=-(.Gxx , ze=Gu’0,

. (38)
Ga% = Gﬁ,‘ ’ G?)z = - (:l;) = A4 G‘a. :‘0’
Gar = W° (w/mV(arﬁ)(“"(/?mzc“fz)_/”f-', e fERF S (r-Y),

Estas expressdes sao similares aquelas obtidas para os
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elementos da parte anti-hermitiana do tensor dieletrico [Ver Eq.
(5)). De fato, as Eqs. (5% podem ser reduzidas as Eg. (38) com a
substituicao do operador 3%1 por [-mpL/mY(ZH)S]. 0 desenvolvimen-
to subseqliente @ portanto analogo ao ja empregado, resultando ex

pressoes similares as Eq. (13) e (15):

tet &0 ey PrR e
Gu: %K (') e~ k)ﬁ———-—"| P {\"1,‘-’ “’hk,o) 6A'-‘l
S ks -

v (1% erf (s%4,) [ St + (1-500) B, ]} ;

. AL . (+1-& _ (39)
vy K (B g o,

9
W

L oI of () g } ,

onde g = [mmczluL(Zn)sl.
No caso de isotropia de temperaturas, temos expressoes

simplificadas para os elementos G [Ver Eq. (27) e (28)]:

af

GXK = C) k' "Q (-I,,l) _>: (-', b
( k=0 L1
(+1

2 t+S = k ¢+l

< ’ 2 Y
Gee = M 2 JS_L ol ('/’1) 2_ (.-_1_)_.._“'_._ . (40)

Ya kze Rk +3

Finalmente, apresentamos expressoes para 6 quando

aB

T,=0eT 40 [Ver Eq. (30) e (31)]:
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Gex = g (Fxsu)( N, }(-f;)("ie.\r(.ul,t./:)

Gz 0. (41)
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