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I. Введение. В настоящей работе вводятся квазиобобщённые ' матричные 
процессы и изучаются на их основе цредставления блочно-трёхдиагональ-
ных матриц общего вида при различных комбинациях их нулевых ведущих 
блочно-угловых миноров. 

Пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица общего 
вида 

£ = 

V* 

m-iHn-tm 

m гт> 

(I .I) 

где 

{%}J!!L - диагональные элементы-блоки матрицы € , являющееся 
в общем случае квадратными матрицами различных размерностей, а ' 

}Р,» ^з}а-х~под (над)-диагональные элементы-блоки матрицы С , 
являющиеся в общем случае прямоугольными матрицами, минимальные раз
мерности которых определяются размерностями соответствующих квадрат-
ных матриц { ^ и у Д . 

Отметим^**' что в случае обращения в нуль некоторых из ведущих 
верхних (нижних) блечно-угловых миноров невырожденных матриц (С(1.1) 
в работах /1*4/ были введены следующие обобщённые матричные (процес-
сы) - последовательности вида: 

' Под квазиобобщёнными матричными процессами мы понимаем в этой ра
боте процессы вида (2.1), (2 .2) , которые структурно совпадают с обоб
щёнными матричными процессами вида (1 ,2) , (1 .3) , но являются непре
рывными в отличие от последних. 
"'Под ведущими {A^L" ̂ -верхними и {Aa}?«i -нижними блочно-угло-

и минорами С ( I . I ) , как и в /1+4/, понимаются определители 
ведущих усечённых подматриц, начинающихся с 
венно. 

\ и % соответст-

XXX) К-1 Если обращается в нуль один At -верхний ведущий блочно-угло-
вой минор матрица С ( 1 . Д то dd(A.^-0 . При de£(QK)=0 ^ нуль 
обращается один Д* -нижний ведущий блочно-угловой минор С(1.1). 
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,m. Если del(A?)*0, то А ? д« | . -^А^, A4=t^, (еЫ(<у*0),?-а,. 
(1.2) 

Если det(A,)=0 для любого риз С3*?*т-1)»тоЛ?5.?,ноЛ?д'^+1,где <*t(«y*0. 

Если det(G,?)*0, то ( ^ - у J ^ C * ^ . Q*\%t (det(^*0),?=m-i,...,i. 

Если c*e£(Q_)=0 для любого ? и з (*^« т-*Ьто <J?-1-P» н о ^ ^ г д е ^ ^ + О -

На основе этих определений при условиях 
Iay[etet (-4.̂ =0 для любого К из СЗбМт-Ц, m>{de.t(Afo]*~mi, {drtC/̂ Hol ^ 

либо 
I6).t<fet(GK)=0 для любого к из (JK Ktm-a), но { « ^ C ^ o J ^ W C ^ + o O 

были получены следующие матрично-факторизованные представления 
С ( I . I ) : 

Представление I .I (при условии Iaj) 

№ 

ОД: О Е 

С-&)Е 
W H O * 

Л я. 

E » l 

т-1 

э 
Х-1 

% :и 

Е t 
Е 
1 

**4 

L л 
ш 
А. л 

•н. 

4А» 
1 Е 
к+1 К+Л, 

m-l т-1 

1 
lit 

(1.4) 

ЕС-с) 

ЕС-с) 
КЛКЧ 
ЕС-с') 

где 

5) 

При этом (<^- вк)= S K 4 , если {deiC<y*0} n m-i 
к 
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L 

Et-p) 
M.lK-1 
Ю 
кчк 

Е© 
к к н 
Е(-в) 

Е С-6) m-tJin-1 
E(-ft) m-ilm 

£ 

Г* 1 Е 
л 

"С* 
t l 

А Л 

1-U Е 

\ ч 
Е 

Q 
0 

- | 

т 
К-3 

V. 

<г 
кн 

— -" 
<к 

^ <У 

Е Ь 
4 ». 

~Ё[ 
К-1К-1 Ч 

Е 
К*1 

Е 
к*л. 

— — 
Е 
IB-1 
Е 

L mi 

(-£Л 
(-с)Е 

•Н.К-1 
ОЕ 
к к 

(-С)Е 
к*гк*1 

• — — — 

(-С)Е , 
m-itn-i 

i=i ,a . , - ,K-i ; 

=Cfe) 
(1.6) 

где 

(1.7) 

При этом ( V $ L > - A * * I если 1«^(Л3)*о]?=1 

В (i..4)+(1.7) последовательности матриц {Л} и f Qj определены в 
соответствии с (1.2)*(1.3). 
2. Квазиобобщённые матричные процессы и множество матрично-#акто-

г~зованных представлений блочно-трёхциагональных матриц общего 
вида 
Как следует из определений (1.2)*(1.3) обобщённые матричные про

цессы для [Л] и {<?] и,следовательно,представления I.I", 1.2 для 
С ( I . I ) обладают специфической особенностью, которая придаёт им 
наряду с теоретической несомненную практическую значимость. 
На самом деле. При реальных вычислениях на ЭВМ процессов (Л) и {QJ 
(1.2)+(1.3) накопление наследственной (в частности из-за округлений 
на ЭВМ) погрешности при получении представлений I . I+I .2 будет пре
рываться соответственно на К -шаге. 
Далее возобновление прерванных вычислительных процессов вновь начи
нается с заданных й и «J^ -матриц соответственно. 

В настоящей же работе мы получим (с целью полноты исследования) 
и другие (типа (1.2),(1.3)) матричные процессы }Л] и J5} и 
представления для С ( I . I ) при различных комбинациях нулевых веду
щих блочно-угловых миноров у С ( I . I ) . Отличительная особенность по
лученных здесь представлений для {Л} и {<*} (и в целом результа
тов этой работы) заключается в общем случае в их большей теоретичес-
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(2.2) 

кой (чем практической) значимости. Кроме того, использование резуль
татов настоящей работы может иметь особый практический смысл при 
разработке, например, чиспенчых алгоритмов решения спектральной про
блемы для (блочно) трёхдиагоналышх матриц. 

Итак, введём квазиобобщённые матричные (процессы) - последова
тельности вида 

Определение 2.1 
Если М(А.^ФО для всех А*?*тпн,тоЛ =а-р.А"-1гL, А= «fjCdetfyW), p»v,m-
Если ddiU-0 для любого м из(з^Ат-^то\=а-ьК |Ч,А=^,?=4А--.А4 ' 

4*(tf)' k^^^vP'fev^' ( 2 Л ) 

Если det(G?)#o для всех о£}&т-1, то ^ Ф * & Ч * 1 , ^ ^ Л ^ * ^ " т ' " ' ' 1 ' 
Если det(fi)-=o для либого/tH3(^^*ni^T£^^^Cyfi t, ^•т»»-^..,*. 

В соответствии с введённым определением {А, А} (2.1) и |<b<f} (2.2) 
имеют, очевидно, место следующие утверждения: 
I . ГБСЛИ (tA^=0 либо Ак+1-о]} -равны нулю только по одному минору 

каждого типа, то {[det(AK)=0 для любого к из (з 4К4"Н),но 
для лю

бого К из (а4Кбт-л),но {сЮ№^)*о}?Г£, |**С§?)*о}р]} . 
Справедлива следующая теорема. 

Теорема 2 .1 . Пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная мат
рица общего вида (I.I) с прямоугольными элементами-блоками {г , ,? ,}^ 
и квадратными блоками {%L"t (в общем случае разных размернос
тей). Пусть также для последовательностей матриц {А,А} (2.1) ли
бо {<?»<*} (2.2) выполняется одно из условий I . 
Тогда для С (I.I) имеют место следующие единственные матрично-
факторизованные представления: 

х' Здесь и всюду далее О., -тождественные нулевые прямоугольные 
матрицы, размерности которых определяются размерностями соответст
вующих квадратных матриц {(J,»<J.] ; Т -знак транспонирования. 
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Представление 2 .1 (при условии I j j ) 

«K.-1K) 

t-ft]E fttit 

[a... f. 

I Лп in 

t 
A 

bid 
Л 
i 
T 

EC-c) 

i A 

K-iKH fee] 
t )[-£] 

EC-c) 

WB 

= ICA,A) (2.3) 

где 

[Три этом dei Q j V j j # 0 . 
Представление 2.2 (при условии Ig\) 

(2.4) 

мл и 
Ilk* 

EC-

EC-ft) m-i'm m-t 
E. 

ft2** 

»JL пн. 

% 
(-S)E 

С-сЗ 
К 

О E 
. | tHK£+l 

(-c)E . 

C-£)E к 

tfA 

=Cfc,$) (2.5) 

nj , где 

При этом det ( r * W j + O . 

Доказательство. Справедливость представлений (2 .3)+(2.4) и (2.5)+ 
+(2 .6) , с учётом определения матричных последовательностей {А,А] 
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(2.1) и {Qffr} (2.2) , проверяется путём перемножения факторизирущих 
матриц, входящих в (2.3) и (2.5) соответственно. При этом невырожден
ность матриц " г ч и \% к̂+Л при соответствующих условиях, 
является прямым следствием леммы 10 из А з у ° необрашении в нуль 
одновременно двух последовательных однотипных ведущих блочно-
угловых миноров (С ( I . I ) . Справедливость представлений 2.1 и 2.2 
установлена. 

Далее рассматриваются представления для (С ( I . I ) при следующих 
комбинациях нулевых ведущих блочно-угловых миноров: 
П . Если { [ Д ^ = 0 и ^=01 либо LA™fO и Д™|= О]} -

равны нулю только по два отдалённых минора каждого типа, то 
[dkt(A.^-0 и <№(Лс)=о , для любого и фиксированного и любого 

либо [del (ft )=o det(G>)=0, для любого К фиксированного и любого 
I из(А$£<к-з) , но {cfet(G ?)*o^, {^Й ? ^0] ?

К ^1 И { d d ( ^ o } J 
III.Если )[ Д^=о и д£1=оЛ либо [ 4^=0 и А^дсЯ}- ?"° 

равны нулю только по два соседних минора каждого типа, то 
t d e t ( A ) = o и det(A) = 0 ,для любого К из (3SK4nHi), 

к+i но 
m+i 

{cUt(A?)*0}^ и {de t (A^Oj ? = K + ^ либо 
Cdet(QK)=o и ddtQ^=0 , для любого ^ из (5<K6in-i), Ho 

Отметим, что комбинации нулевых миноров выбраны в соответствии с оп
ределениями {А,А} (2.1) и \<kt<i] (2 .2) , а также с учётом леммы 10/13) / 
при условии det(C)£0. 

Имеет место следующая 
Теорема 2.2 . Пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная 

матрица общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками 
{ ^ , Р } " и квадратными блоками HJ*=i ^B °°4eM случае разных 

размерностей). Пусть также для последовательностей матриц {Л,А] (2.1) 
либо {5,с} (2.2) выполняется одно из условий I I " I I I . Тогда для 
С ( I . I ) имеют место следующие единственные матрично-факторизованные 

представления: 
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Представление 2.3 (при условии П-^) 

¥л 

*м ккчк 
я 3 -

(-I)E 

I 

^ 

- 1 

AK*J 

Й 
г ъ 

E(-c) 
i »• 
~EC-c> 

н K-fUM 

IК-1ЙК 
I UtcJ 

EC-c) 
K+i K+* 

£(-c; 

ГЕ o l 

.«M 

Як 
ада 
EC-g) 

E C-c] 
E 

(2.7) 

,гце 

Последовательности матриц { Л,Л, Л } 
ветствии с (2 .1) . 

Представление 2.4 (при условии П2)) 

полностью определены в соот-

1 1 

и 1 

EC-S) 
«+з&4 

ад.) 

Gf-з 

h 

« • « * » ! 

С-СД 

'C«},5) 
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' • 1 Irll*. 
E к 

L 
E <-f) m-i-Пя 

"V-J 

\\0 
4 * 1 

4m-a, 

"Зим 

к+utKu' 

C-ft)E 
К+Ж*3_ 

(2.9) 

, где 

ГЛ _ 1-i f*. _ 1- ir- 1 л Го. 9 

•ЙЛГ * k 

Последовательности матриц 
ветствии с (2 .2 ) . 

I t 

ЭТОМ 

(2.10) 

{ 4t <т> 5 } -полностью определены в соот-

Представление 2.5 (при условии Illj\) 

Е 
1 

«ft 

• f LKK-I»IJ 
[-/ПЕ , 

4\i ЦвЗкиК+Э 

щи 
фЕ 

Ил п 

|Л 
г Л а т 
It 

"UrffJ^»cWW" СА-

t f e ^ f c ^ m-i 

* 

11 \ i 
Л 

К+ЗЮ-З 
Р Ч. 1 «c*3 Чм, 

К»5 

Л+2 - onpeJ 

ЧЙГ* 1 
*Н|КМ 

Е(-с) ^ 
i A 

К-9.К-1 
f t o ] 

Е(-с) 
КН. К+1 

[ Е * 1 

I E»s|ty 
EC-S) 
ЕС-5) 
км к+6 

"i"c-f) 
И И ГО 

делены в (2 .8 ) , 

1 А « hi-

=е(М) 

(2.II) 

,где 
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(X г T KtlK-Vl . При этом ofef (1П1)*о^(Ы> (2.12) 

{ Л,Л,Л } полностью определены в соот-

Представление 2.6 (при условии fflgp 

Последовательности матриц 
ветствии с (2 .1) . 

ЕС-5) 

Е(-|) 

[Ео 1 

Ес-а 
ГЕО 1 к кк+1 

««. 
Е<-1) 

ЕС-ft) 
Км£м 

* ЧЕ 

И-5 

Р G 
l к-т-з. 

Ч ) Е> 

ГК«*1 

IAA 

17-Г 
Or 
К+1 

tt)E 
№E 

'%Е1 
C-2)E 

K-lK-l 

LI 
=e(e,§) 

(-OE 

7ftTE (2.13) 
C пнЬп-il 

ЬШЕ*0*^ * <Ш определены в (2.10), 

Последовательности матриц { Л ,Л ,Л) полностью определены в соот
ветствии с (2 .1) . 
Доказательство. Справедливость представлений (2.7)+(2.14), при соот
ветствующих условиях, устанавливается путём перемножения факторизи-
рупцих матриц, входящих в каждое из них. При этом следует учитывать 
определения матричных последовательностей {Л,Л] (2-1) и 1<5»Q} 
(2.2), а также определения соответствующих структурных матриц ([с] , 
E^J , 1}1 » £ja) и ([с] , [cj , ф , ф ) . Невырож

денность матриц (Л?«-гЛ либо матриц (% г^Д , при соот-0 4 

9 



ветствующих условиях, снова является прямым следствием леммк I0/lg\/ 
о необращении в нуль одновременно .двух подряд идущих однотипных 
(верхних либо нижних) ведущих блочно-угловых миноров невырожденных 
матриц С (I .I) • Справедливость представлений 2.3*2.6 установлена. 

В следующей теореме рассматриваются представления С (I.I) при 
всевозможных комбинациях нулевых ведущих, верхних (либо нижних) блоч
но-угловых миноров матрицы, т.е. при следующих условиях: 

IV. Если {[Д*1=0 и Д^=°] либо t C t ° и Л 1 д 0 ^ ~ Равны "У™ 
любое конечное число отдалённых миноров каждого типа, то 

[d*t(A)=0 и det(A,)=0 для любых целых t^ip — »£п таких, что 
(К<^*г) и (^+з<^),где б = 1,а.,-,п-±] либо 
[d£t(GK)=o и dd(j^)=o для любых целых lniln_0...,tt таких, что 
(K>Vfj и C£J-13>ij), где^п-Ц"- 3 -»-^] . 

V. Если U A ^ O и Д,Г=0] либо [Дт=0 и Д,т=°3} - Равны нулю 
любое конечное число соседних миноров каждого типа, то 

LdetCA^O и det(A.)=>0 для всех целых ^>^'"*»^п таких, что 
](к<^ер и Ц_+з = 9»где i=l,a,...,n-i] тбо 

\<ЫС<т,)=о и det(§e.)=o для всех целых Сп, ln.iy~,li таких, что 
l « V t j > и С ^ з Ц ^ г д е j=n-l,n-i,. . . ,!]. 

Имеет место следующая 
Теорема 2.3. Пусть С -невырожденная блочно-трёхдиагональная мат
рица общего вида (I.I) с прямоугольными элементами-блоками 

{г.,^}а=г и квадратными блоками I'VaL™! ^B общем случае 
разных размерностей). Пусть также для последовательностей матриц 

{Л,Л} (2.1) либо {GtQ} (2.2) выполняется одно из условий 1У; У. 
Тогда для С (I.I) имеют место следующие единственные матрично-фак-
торизованные представления: 

Представление 2.7 (при условии Hj)) 

чгч 
ад* 

•и 
О Е 

[-6]Е 
K+iK+i 

\ ч 
~А с - 1 

lftc\ 
] ̂K+S. 

¥-<*> ч-v 
ч 

*£KU 
№U 

10 



= t(A,A) 

(2.15) 

M t ' S * ° = ^ f e ^ ) * 0 * ^ ( v v ) - Последовательности матриц 
_{Л , А,Л,А] полностью определены в соответствии с (2.1). 

Представление 2.8 (при условии 1У2)) 

ДО 

к.Ф 

КФ 
fE?..] 

•иж 
Е.Ф 

Q& 

ft.a.l 
иМ 

1 

TAX 

«;-х к-х 

H'-iK-i 

Ц ^ 1 
С-г.)Е, 

KVXN>t 

И 



E C-a) 

«4 Л»* 

Wtt 
"V 

K-JL 

к 
0 El , 
.KM.HKH 

C-c)E 

= С(«гД) 

(2.17) 

где 
m-l 'OM^-fj.rw ^ t j ) ; Ц+ДО ^ , [ Ц 

определены в (2.10) \.}^%*\%)t с
?л_(-у В?Ц,с1» 

K"-l 

(2.18) 

Ф-^w-fcj^ iV~ Г 1 При этом 

Ч Л ' \As*5*/ WHV/Последовательности матриц 
M G , Q» 5 , Q ) ПОЛНОСТЬЮ определены в соответствии с (2.2). 

Представление 2.9 (при условии У-j-̂ ) 
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К - 1 
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й* 

- ч 

fro! 

tt"u 
Ж 

К-&-1К1 

A 

Aj 

= C 

19) 

L Em 
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Здесь кЦ_1,*Ц,где^£3=1'); структурные матрицы (2.20) 

-определенк в (2.JS) и (2.16) соответственно, а последовательности 
матриц { А , £ , А Д } полностью определены в соответствии с (2.1). 

Представление 2.10 (при условии У£)) 

Кг Л 
К' К*1Й1 3 

ес-1] 

р..) 

V-4 

ЕЛ1 
Е(-») «мЛмз 

m-ift 

«-4 

LWvJ 

fciJ 

!,Г1 „ I 

1 

i* 

U+Ki&l 

(-c')E 

(-t>E^ 

V44' " Здесь (к'=^17*=^,где V i 3 = e j > ; структурные матрицы^ д д , j ^ 

в (2.12) и (2.18) соответственно, а последовательности матриц v * ' 
{G,Q-,Q f l} полностью определены в соответствии с (2 .2) . 

Дрказательотво. Справедливость представлений 2.7+2.10 опять проверя
ется перемножением факторизирующих матриц, входящих в каждое из них. 
При этом также следует учитывать определения последовательностей 
матриц {Л,л] (2.1) И { G I Q } (2.2) и определения структурных мат-
РЩ ([}] . \.}1 , ijl , Щ , CZJ , [Hj) и (lp , ф , 

t l j i С Sj , Cc] , Lc3) при соответствующих условиях. Так
же отметин, что невырожденность матриц 

( У У) либо матриц ( ^ I*4) , при соответствующих условиях, 
снова является следствием лемма 10 из / I 3 ) / ЦР* 
Справедливость представлений 2.7+2.10 установлена. 
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Замечание 2 . 1 . Сравнивая квазиобобщённые матричные процессы (2.1) , 
(2.2) с введённым нами ранее обобщёнными процессами (1 .2) , (1.3), не
трудно убедиться в следущем. Во-первых, новые процессы (2.1), (2.2) 
обладают худшей (по сравнению с процессами (1 .2) , (1.3)) устойчи
востью к накоплению наследственной погрешности из-за округлений на 
ЭВМ при наличии вырождающихся (или плохо обусловленных) матриц {Л} 
или {Q \ . Это обусловлено тем, что новые процессы (2.1) , (2.2), 
в отличие от введённых ранее финитных (1.2), (1 .3) , являются непре
рывными. Во-вторых, указанный недостаток новых процессов является 
их характерной особенностью, поскольку такие процессы единственны. 
На самом деле. Использование нового разбиения С ( I . I ) ("с за
паздыванием") с минимальным расширением блоков в указанных случаях 
приводит к вырожденности (например, при условии I) матриц 

Л s 1 

и,следовательно, к неопределённости процессов {Л} (2.1) и {G} 
т.к. . 

(2.2), 

4 LxO 
(2.23) 

=?ЛгЛ"Л=?. 
Это же приводит.в свою очередь,к невозможности существования факто
ризации С (1.1)вида 

1 

% Ь1 
[кчк-исч 

4ft 
(-g)E « И Ш 

t*)E 
•'m-41 ЪцгчЧ 

ад 

Ujlo 

Л 
ГЛ 21 1 

M i 

1Щ 

1 Я. 

ЕС-с) 
К-Э K-i 
ГЕО 1 

Е.С-С) к n+t 
ЕС-с) 
КНК+1 

U£A 
-m, 

iC(A.,A) , 
(2.24) 
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Up 

fee 1 
KtHMW* 

E | 
K+SJ 

E(-S) 

Yiri) 
m-ifin 

En.. 

Г < 1 

K-l 

K-l 

P Г 

K-tJ. 

<-k 
«л 

t .1 
(-c)E 

rn m 

= (C(Q,Q) 

(2.25) 

Здесь в (2.24), (2.25) структурные матрицы 
- i * 

№фГ с^Н 
и { Cft] I ; С-с],с} не определены в соответствии с (2.23). 

Заключение. В работе получено множество матрично-факторизованных 
представлений невырожденных блочно-трёхциагональных матриц общего 
вица С ( I . I ) при различных комбинациях нулевых однотипных веду
щих блочно-угловых миноров. При этом использованы обобщённые матрич
ные процессы нового типа (2.1), (2 .2) , отличные от ранее введённых 
в работах /1+4/. 
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