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Введение. В работах /1+3/ были построены, изучены и частично система
тизированы различные множества представлений разных типов цля блочно-
-трёхдиагональных матриц С общего вида ( I . I ) и им обратных матриц 
Й> = С"1 как в отсутствие у С (1-1) нулевых блочно-угловых мино

ров, так и при наличии их различных комбинаций. При этом наиболее 
полно были решены указанные задачи лишь при отсутствии нулевых веду
щих блочно-угловых миноров. Поэтому в настоящей работе ставится и ре
шается задача построения генераторов матрично-факторизованннх пред
ставлений разных типов для С (11) и Ь = С" и их систематизации 
при наличии всевозможных комбинаций у <С (1.1) нулевых ведущих блоч
но-угловых миноров. 

Итак, пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица 
общего вида 

с = 
** % *а 

"m-iгщ-iSn 
( I . I ) 

где 
{<\ } ™ - диагональные элементы-блоки матрицы С , являющиеся в 

общем случае квадратными матрицами различных размерностей, а 
\ *«>^Л5-,- П°Д (над) диагональные элементы-блоки матрицы С , 

являющиеся в общем случае прямоугольными матрицами, размерности ко
торых определяются размерностями соответствующих квадратных матриц 

Напомним, что (как и в /1+3/) под ведущими J д
х } - верхними и 

{Л ̂  ] - нижними блочно-угловымн минорами С (1.1) понимаются 
определители ведущих усечённых (т.е . уменьшенной размерности) под
матриц, начинающихся с <̂  и Ц.т соответственно. 
В случае обращения в нуль ведущих верхних либо нижних (а также одно
временно верхних и нижних) блочно-угловых миноров невырожденных мат
риц С (l .O в работах /1+3/ нами были введены обобщённые матричные 
(процессы)-последовательности вида: 

Если <Ut(AJфо для всех 3. £ } £т+1,то Л,+1= ̂  - Р? Л" • г, , 
V ^ n « W ( W * 0 , ^ t , i , . . . , n i . г (1.2) 

Если (Ut<A£> = 0 для любого } из (.i£p*m-i) ,то -Л.^г? ,HoA,+i=<L+i , 
где <ии%^4 0. ? 
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Если ddft)* о для всех.0^ *w-i #то & = q, _g .л-i P 

Если ck£(<J)=0 для любого i из (А ̂ <* вы), то ff = ? ,но G, =cj, ? 

[где clei(«£>*0. ^ ?"J 

На основе этих определений в работах /см. 12). 13) / при условиях 
Если \1\ = 0 ] либо СДк= О]}-равны нулю только по одному минору 
каждого типа,то {[cUiCA^O для любого к из ( 3 i * f ra-i) , но 
\<Lt(A£*o}*~^ ^ {Ы{Л£40]™£ ] либо [oW(6-^=0 для любого к 
ИЗ (34 К 4m-f) ,HD {ШЬЛФО}^ , \Ы(.Ы*0 J™]} 

с ? — * * 
были получены следующие единственные матрично-факторизованные 
представления <С Ci.i"̂  : 

Представление 1.1(щ>и условии I j \ ) 
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где 

(1.4) 

- i , ^S^V^^^^V^^?^ "•**>**' ?' 
m-i При этом С%-ек") = б-к-1 .если {^Н^ФО}^ 

Представление 1.2(при условии ^л) 

(1.5) 
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(1.6) 

=С(б)=С 

где 
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Призам ( V I ® K - I ' ) = A K • е с л и {<Ь*(Л£ФО}£* . 
В соответствии с матричными процессами {Л] (1.2) и {&}(1.3) были 
рассмотрены также следующие совместные (учитываюоще информацию о ну
левых ведущих блочно-угловых минорах C(i. i ) обоих типов одновре
менно) условия: 

Если ^ [ А ^ о ] и [Д к =°]} -раЕны нулю одновременно только по од
ному МИНОРУ ОбОИХ ТИПОВ, ТО [l<Ut(A^O ДЛЯ ЛШбОГО К H3(34X£m-i), 
но { dtt<A$*0 К*"1 , \*йЦМ*0}"*1 i [ | И ( « ^ = 0 для того 
же к , но [*Щ*о\£ ,\МЦ$*%}£-1]. 

В работе / 1 о ) / при условии П было получено множество матрично-факто-
ризованных представлений матриц C( i . i ) : 
Представления 1.3(при условии П) 

Et 

4VM* 
EF ...F 

-.*•! 

c. K»l 

Е*л 
E 

K - l к =№,ЬЫ 
(1.8) 

где 

V = - ( V ^ ^ ^ r ^ »"***» i« v-i jfe-^ftfe-fl^» (I-9) 

iij*if-3j н±}±т ', а последовательности матриц }-Л}и [6} -определе
ны в соответствии с (1.2)*(1.3). 

Здесь [ C t и &т1 - ведущие усечённые (т .е . уменьшенной размер
ности) блочно-трёхдиагоналыше подматрицы общего вида ( I . I ) , для ко
торых имеют 

<*А 

ЧЙК 

: место / 1 3 ) / представления вида 

C&n-illJ 

к 
% 

ОД» 
v И*К-1 

(1.10) 

4 



E 
К«1 

% Ч 
— _. 

, ^ E m 

[&_ 1-2 -С 3(81 

— 

tO 

,m 

И(Л<ч)= 
Ku' 

t&-l:U« 

tft"1-?-aJPl K U K i j T K U K U K«» 

— 

"E 
• 

(-OE 
кик«г 
- — 

. с -Ъ^ 

( I . I I ) 

• 

А также 
Представления 1.4(при условии П) 
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(I .12) 

, где 

а соответствующие структурные матрицы Lfi,?',c,c^ и последовательности 
матриц i Л 1 и {&$ -определены в ( 1 . 9 ) . 

Здесь также С<С1 и Ск+£] -ведущие усечённые блочно-трёхдиагональные 
подматрицы общего вида ( I . I ) , чля которых имеют место /1д \ / представ
ления вида 

t - i K-JK-S^K-IK-l 

К-4 u K-IK-t 
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Е$ 

— 
ECO 
к-jn-i 

L ч 

K-l 
=С(Л«= 

E$ 1 
Й 

Еф 
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(I.14) 

J > 
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(PHB^-fp] 

(PUft'1-*-?] 

mmJ J L 

[Eto 
K»i» l 

•М.1ВД 

E(-tf> 
ra-i"» 

L EmJ 

=CCA6f)= 
н и ' 

"ЕФ 1 
Etf» 

ra-tm 

E 
" J 

«WliAAl 
(P-) [ft'1 _p .с П 

(1.15) 

Кроме того, в работе / I4) / факторизации I . I (при условии 1-^) и фак
торизации 1.2 (при условии IQ\) были представлены в виде: 
Представление 1.5 (при условии I j j ) 
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(I.I6) 

где 

"i2.4P-»CA>-n Л } * * {F = a .ГГс у »и>] я {Г=П*с..в<л).е 1 * * { М < Ч - Л А - * И ? . , Я , 

е к = 8 W e . i f t f i« i -ПРИ э т о м ^ " 6 н ' е с л и №fy*%K' -a 

соответствуицие структурные матрицы Ср,с J определены в (1.5). 
Представление 1.6 (при условии 12\) 
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ё н - ^ ^ г и .При этом ( % - Ц = л ч .если {Ы(^40}^ .а 
соответствующие структурные матрицы Ljs,c;j определены в (1.6). 
Здесь также С*"* и С™ есть ведущие усечённые блочно-трёхдиаго-
нальные матрицы общего вида ( I . I ) , для которых имеют место известные 
представления 
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(I.21) 

Здесь в (1.8)^(1.19) диагональные В -элементы-блоки &=€"* опреде
лены /T-4)'IQ)/ В соответствующих представленияг в виде: 

Отметим также, что каждые ив четырёх различных нетрадиционных пред
ставлений ( I . I O ) - t - ( I . I I ) и ( I . I 4 ) + ( I . I 5 ) усечённых подматриц С*'1 

и &т сводятся к двум различным известный представлениям ( 1 . 2 0 ) и 
( I . 2 I ) только при использовании ( 1 . 2 2 ) ^ , т . е . аддитивное скобки 
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2. Структурно-инвариантные ' представления мультипликативного типа 
блочно-трёхдиагональных матриц общего вида 1(1.1) при наличии 
нулевых ведущих блочно-угловых миноров 

Выше, во введении настоящей работы, мы привели явный вид мно
жества различных матрично-факторизованных представлений блочно-трёх
диагональных матриц вида (0(1.1") при наличии у них лишь по одному 
разного типа (или обоих типов) нулевых блочно-угловых миноров. Это 
параметрические по сути представления, параметрами в которых служат 
матрицы из матричных последовательностей {Л}(1.2) и {&} (1.3). Если 
же число ведущих нулевых блочно-угловых миноров у С(1.1) оказывается 
два и более, то решение проблемы представлений £(1.1) и их системати
зации при указанной выше параметризации становится практически за
труднительным. Поэтому становится очевидной необходимость введения 
более общей (структурно-инвариантной) параметризации факторизован-
ных представлений С (1.1) , которая позволила бы более просто спра
виться с решением указанной проблемы. Полученные в этом параграфе 
результаты и дают по сути ответы на поставленные выше вопросы. 

Итак, имеет место следующая 
Теорема 2 . 1 . Пусть £ - невырожденная блочно-трёхдиагональ-
ная матрица общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками 

{Р, ,2 ? J™ и соответствующими квадратными блоками {<fy J,=i , 
в общем случае разных размерностей. Пусть также для { А* } , 
}А^} -ведущих блочно-угловых миноров £(1.1) выполняется одно из 

условий I-Q, 12) , П. Тогда для (С (1.1) имеет место следующее единст
венное структурно-инвариантное матрично-факторизованное представление 

Замечание 2 . 1 . Здесь и далее под структурной инвариантностью 
представлений мы понимаем, во-первых, формальное совпадение струк
туры матричных сомножителей представления 2.1 и представлений 
1.3*1.6. Во-вторых, представление 2.1 может служить генератором 
всевозможных (в том числе и I .3+I.6) представлений 1(1.0 при усло
виях Ijy Izy, П, поскольку в отличив от представлений I.3+I.6 оно 
построено (как на параметрах) на элементах последней строки и по
следнего столбца матрицы *>Х*~ £ *Г* J"* и первой строки и первого 
столбца матрицы 6™н = £ск*Э" без указания способов их вычисле
ния (представления). 
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Представление 2.1 
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С -ведущих усечённых блочно-трёхдиагональ-При этом тля С** и 
ных подматриц имеют место (при соответствующих условиях) одно из 
представлений С ( Л ) » С ^ ; « Г ^ ' Й Р ' СГ<Л>&) > С Л ' & ) вида (1.20)* 
* ( I . 2 I ) , ( I . I 0 ) * ( I . I I ) , ( I . I 4 ) * ( I . I 5 ) . А идя {e^jJj^-C"-*) -строки, 
{ft. }."'4-(K-Z) -столбца обратной матрицы й**=[с**Г* и {ftrt,J._™ <"М) -

-столбца, {ftK*ijl-=KtI£кч^ -строки обратной матрицы &Кн= I'Uli'" 
имеют место следующие представления: 
При УСЛОВИИ I j j 

к-* к-» £ j 
в, u^=B (Avn ji. ,ь(л}=пс;а w aw=ft<A)-n.p в ш = ncj-biA) 

K-lj K-iK-* ^=J,X ? ' tit* fzbj *M* > M* 4 =̂K»J.? ' "«J ^=KU? JJ 

здесь С%1Чн.»ЛЙ'W = Л« » ( V ^ W P " « ) = < W • 
(2.2) 

x ) Замечание 2 .2 . К * - } . " ' 1 - К « } . к ' 4 . 1&„,Ь'П Л * .}." 
могут быть получены и любым другим, из известных в алгебре, способом. 
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При условии I2) 

^ " Д Г ? i ' *̂* * /if?' '"* W <tlKU wiJ «w*?W ' ( 2 .з) 
_ здесь ^ - S ^ B J W - V * » - ! > Ь«+*М8**1> = ^к-г4-Р-
При условии П 

в(А,&)• п*>, = а(л,&) = п*с,.в.сл&) г и • в(л,&)=е.up)=aswnlfi , 
*мУ V * i f « j ' j».=ju? JJ »j?*i* «*» «** " ?s«t? (2 4) 
BU4)- Л J3i = b(Afi)* Г\ с,.в<*5*), П с,-8..^) = ft W,<T)=au,«).r!7ij , 
4> J4 , = K 5,? «*i £=K*1< *««« ?=«•!? JJ "4l ™**l }=KULT * 

[здесь OW^^&JPV-A, ' « V ^ W ^ 8 ^ • , . 
Здесь в (2.1)+(2.4)(при соответствующих условиях) матрицы[р,£;с,с] 
и 8. определены в (1.7),(1.8) и (1.22). 
Доказательство. Справедливость представления 2„1 проверяется путём 
перемножения его факторнзирующих матриц. При этом следует воспользо-
ваться основными равенствами &, С, = £ =ff -6, и вп;См,-Е=С-о , 

и.« * m * х х х *ТА *** к*1 кц к+1 
для усечённых подматриц Сх , ск и им обратных аГ*=Гс""*7 

B^sfc1" J"1. Отметим также, что при переходе от представления 2.1 
к соответствующим представлениям 1.3+1.6 следует учесть определения 
матричных последовательностей {А} (1.2), {6}(1.3) и матриц в„(1.22). 
Справедливость же представлений (2. 2)+(2.4) является /см.14\/прямым 
следствием коммутационных свойств ft., -элементов-блоков обратных 
усечённых подматриц в)*'1- fc**J" и B>™ti - С £™tl У1 соответственно. 
Теорема доказана. 

Далее рассматриваются представления типа 2.1 для tii.i) при 
следующих комбинациях однотипных (или обоих типов) нулевых ведущих 
блочно-угловых миноров: 
Ш.Если {[Д^"=о и A4=OJ либо [4

Н=0 и ^=oJ/ -равны нулю только по 
два отдалённых минора каждого типа, то 
ldet(&J = o и dd(Afl=o ,для любого К фиксированного и любого I из 
(к*э4 lim-L), но {cUt(A> *'*• | I И . ч i . l m*l. 

i del (Щ.Л = о ,для любого -I фиксированного либо гotfct<< ,̂ = о и сШ.($,.')= о ,для любого * фиксированного и 
к из (з*к^-з),но {cUtibpto}"^, IdttCty+ofe mld*t<tyto}j£l 

1У.Если {[Д*'=о и 4***=o] либо £ A„=Q и &™t=0]} -равны нулю толь
ко по два соседних минора каждого типа, то 
l<Ut(Aj=0 и ddUL^^o .для любого к из (з ±к*т-*),но{Лг(Шо}*, 
**<\*УЬ*о , {<Ы&р>*о}р^1 либо [<bt«*J.±=o и ^ef (^ t =0 , 

.для любого к из iiiK&m-ii) ,m{det(6p=o} ' , <^(^=%*0,Ш(!^*о}^. 
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У.Если {£Дк"=0 = Д ^ ] и Гд™=0=Др}-равны "У™ одновременно только 
по два отдалённых минора обоих типов, то 
'[cluit(A^=0=cUt(Af^ ,для любого *< фиксированного и любого •€ из 

О»^ I лп*), но I cUt(JL?-)to } **, №<.^*0}*-^ъ {М (Д,) ф о}££ J и 
[с1еЩ)х=0=МЩ для тех же К и I ,но \Ы(^4о}^ 
№фФ0}£ж №(%•)*О}£] . 

У1.Если {С&1*=0 = &**11 и СЛ^=0=4*а1}-равны нулю только по два со
седних минора обоих тяпов, то 

Ldet(AK) =о=«&ОД3,для любого к из (ПК ±к-ч) .mfuettyjo}*'* , 

цля того же к ,но {<кЦегЛфо} т"1 , <^(^=Чд^ о , 

Имеет место следующая 
Теорема 2.2. Пусть Ч -невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица 
общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками {*}>%}*-. и 

соответствующими квадратными блоками [%К*4 • в °бЩем случае раз
ных размерностей. Пусть также для { &\] . {й*} -ведущих блочно-
-угловых миноров С (11) выполняется одно из условий Ifl-^.U^'.iyj), 
1У2)',У,У1. Тогда для С(1.1) имеет место следующее единственное 
структурно-инвариантное матрично-факторизованное представление3^ 
Представление 2.2 

СРВ)..(рйТ 
К-4 
ft) _ 

KUWK* 
ГЕ I 
WW. 

V^KUiMi^iM.Wfel 

W i 

tt^kk 

с ,«-* 

(P)(Q-8-u - £ 3 ' ' 

О О 

& . Ш ©J •книц 

С** 

0 

(D 
¥ 

4ч 

x) См. стр. I I *Ы,* 
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(в г") 
lK-lK-i 

(ft -ai 
IK-JM 

(ft 21 

" E M . 
E 

й A. 
KttK»!** E„, 

Eb 

tug 

«&& 4*t 

(2 .5) 

= C 

При этом для с""* , <СК+* 1 и С™ -ведущих усечённых блочно-трёх-
диагональных подматриц общего вида ( I . I ) при соответствующих усло
виях имеет место одно из представлений вида (I.20)-r(I.2I) , ( I . I0) 
( I . I I ) и (I . I4)+(I . I5) " — " ' w ,a- ?К"Л А для {^у},£оиО-строки, 1^м].ж

к^-(к-*) 
№ В Г - Г С Г 1 ; 1 ^ - ^ ^ - о г р о к и . 

" i k U ^ 1 -столбца, и {&к^}^<к*)-строки, ^ ^ о ^ - с т о л б -
t обратной матрицы ft^t*^'1 '• {%Д.г™;/и)-строки, Ц - ^ Г й ^ ' 

столбца обратной матрицы 
I 

ца 
-столбца обратной матрицы 8>̂ +1= [ С ^ Г имеют место представления х': 
П ш УСЛОВИИ Ш-j--) 

^ = u v
? ^ ' w i & ^ i ^ ^ » w=^A '̂(2.6) 

к#с» * w c ^ i i ^ ^ i i - ^ставлены в »•*» < 2 - ^ 
Пта условии Шо) 

алео=Пс.в.«9, Ь..(6>=в.«)-П*р, в/«=¥^ПК ВЛ«=Пс-аед 

?г-l&(«]. J *.<«}.** J»<«iaj. *, ,1BL <«}. - представлены 

в виде (2.3); ^ f c № % i > « ! « ^ » < f c - f c i W W = *w • 

(2.7) 

х'3десь мы не приводим полученные представления типа 2.2 .для С(1-0 
при условиях 1У*,У1 в силу ограниченности объёма публикации и очевид
ного следствия их из представления 2.2. И в этой теореме справедливо 
также Замечание 2.2. 
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При условии У 
l-i £-*д i-i K . i 4 

й>/Л>&>Я^=%<^)=Псв(Л5) ПС,.6СЛ,б)=в.<Л,5)=в.(Л,5)-П#. 

п с •a.w.sj = F-<* r->-е(л,б)-пА в.(д,й.п».=в,(л«= пс..лм,&), ,„ . . 
?»l«l? JJ • « i j ' ftifrl £=fc*?» U ' £=«f? <#i' ^=&*? ***!! ' (2.8) 
}в«,«)}к-4 J В>.<л,б1] K"i , j g a s ) J '-* ШЪ®}1'1 -представлены в 

виде (2.4); 
Доказательство. Справедливость представления 2.2 проверяется путём 
перемножения его факторизирующих матриц. При этом следует воспользо
ваться основными равенствами B>*'l-c?',= £*"*= ft,*V"*, а'"*-с** = EfW*-*!"*, и 

a k c * i = C s C f c i e * u ^Усеченных подматриц с** , ch , c « 
и им обратных подматриц а"=[с" '•J'1 , в£*= [с 1^]" 1 , в!̂  = [ cil±j" 
соответственно. Здесь также отметим, что при переходе от представле
ния 2.2 к соответствующим представлениям / I 3 ) / следует учесть опре
деления матричных последовательностей {Л} (1.2),{<$] (1.3) и мат
риц й>,} (1.22). Справедливость представлений (2.6)*(2.8) вновь явля
ется прямым следствием /см.1^ \ / коммутационных свойств ft- -элемен
тов-блоков обратных усечённых подматриц 8>""4 , B>Ktl и В>™+1 
соответственно. Справедливость представлений (2.6)*(2.8) установлена. 

Далее рассматриваются матрично-факторизованные представления типа 
2.2 гущ (С (11) при следующих комбинациях однотипных (или обоих ти
пов) нулевых ведущих блочно-угловых миноров: 

УП.Если {[Д*_1=о и й ^ = 0 ] либо £ Д " = ° и Д^ =0]} -равно нулю 
любое конечное число отдалённых миноров каждого типа, то 
[cfe£CAK")=o и dei(A^)-o %ля любых целых i t ,l Sn таких,что 
(K<l1tL) и (^.х+з <lt) ,где i= 17л} . . • ,n-i ] либо 
1<UI($£=0 и cUhfa.) = о для любых целых £п , ^ , . . . , ti та
ких, что '"* 

. (к >г„ > 1;.х) и (£-3 > 1;.х) ,где i = n-i,r-i ,..., I]. 

УШ.Если \1&*~ =0 и Д1 ' 'х=о] либо [Л|=0 и ty.-0]} -равно нулю любое 
конечное число соседних миноров каждого типа, то 
'[det(AJ-0 и cUt(-ty=o для всех целых lL , l^ ,...,£„ таких, 
что * 

(к<.1±г L) и (£+3s£,) ,где i = i , A , . . . , л-1 ] либо 
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[ckift)=0 и dd(S.\=o для всех целых ln , l „ . L tL таких, что 
(к>£п>^ и (lj-ъ = l^j) ,где I = п-1 ,п-г , . . ., 1 ] . 

П.Если { [Д**^о =Д/'* ] и [Д™ = 0=&£. 1} -равно нулю одновременно любое 
конечное число отчаленных миноров обоих типов, то 

'[условия УП-гч,но \cUt(AMo}£ , {det<AJ*0}*''1 , {dUtiAMO}^1, , 

[сУозд=о . М ^ о и «&t(6^=o,но {сиЦьрфо}^, , 

/где «= t i • *"= k U£.*i<{) , i-i ,*,. . . , « , м ] . 

Х.Если { 1 ^ = 0 = 4^" J H C ^ K = 0 = ^ . j]-равно нулю оцновременно любое 
конечное число соседних миноров обоих типов, то 

[условия УШд-j, но {cUi(Ap4o}"~*, det(AK^K\* О , ckt(A^40 , 

[dd^ = o , det(QK^0 и М(6,к)^о ,но {ск1(<-г})ФО]" , 

_ где к Ц ^ , к ' Ц (^+з Ц ) , г'=1 >*, • • •>"-•»,"-! J • 
Итак, имеет место следующая 

Теорема 2 .3 . Пусть <С -невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица 
общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками [^ ? , г »Л_ 
и соответствующими квадратными блоками { fy» } "" , в общем случае 
разных размерностей. Цусть также для {дП \ J А™}-ведущих блочно-уг-
ловшс миноров C(l.i) выполняется одно из условий УП.УШ.1ХД. Тогда 
для С(1.1) имеет место следующее единственное структурно-инвариант
ное матрично-факторизованное представление х 

х> Здесь также мы не приводим полученные представления типа 2.3 для 
С (1.1) при условиях УШ; X в силу ограниченности объёма публикации 
и очевидного следствия их из представления 2 .3 . 
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Представление 2 .3 

K-J.J 
|№-В1...(Р.МГР Т 

«•1Й1 K4№U№"№.1 I 
I E](fc.av..(8.ft} 

'K*i 

h> 
(P.-ftJ.-.tf.-Wr. с 

,'k8'*.V:-(e1.a,') . 
Ек'ч. 

Erf* 

i WW:» 
скга 

С 
M&t fW l» Г о о' 
w-ww»Je kwuvi о. 

<D> 

Го с-р.-а, -й" 
[О ИР 

с. 
KM 

О О 

о 

^ '*,«;«• 
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к-г 

(6-21 4 iX-lK-i 
(ft ^ V*K-AK.4 

fa. s i , 
4 WK-i*-l 

L EKJ 

«Ъ^Аи. 
ч«э! "t. 

L K-l 

(ft -.г), 

(b. -.«Л 4 к 1 » * 1 * * - * 

I E*'J 
<MA 
<%Mi 

4 
. Ек"-г ^ Й Л 

l К'Ч'] 
№-. -?.-") Г Е - . 

При этом для (.«=* , I j -ведущих усеченных блочно-трехдиаго-

(2.9) 

«С 

[ск-Аи:к-д с' . , . 
нальных подматриц общего вида ( I . I ) при соответствующих условиях 
У П Ц У П 2 ) 

~.К»+ " 
IX имеет место одно из представлений вида (I .20)*(I .2I) , 

(lT$0)+(l'.II) и ( I . I4)+( I . I5) . Здесь также &„ -столбцы (строки) 
соответствующих обратных подматриц в,, = [С*]~ при условиях 
УП-J-N , УП2), IX могут быть представлены в видех '(2.6)-г(2.8). 
Доказательство. Справедливость представления 2.3 при соответствую
щих условиях вновь проверяется путём перемножения его факторизирую-
щих матриц с учётом сказанного выше в доказательствах теорем 2.1 и 
2.2. Справедливость представления 2.3 установлена. 

Таким образом,мы закончили здесь изучение всевозможных представ
лений мультипликативного типа для блочно-трёхдиагональных матриц 
С (1.1) общего вида при различных комбинациях у них нулевых ведущих 

блочно-угловых миноров. На связи полученных здесь представлений с 
эквивалентными им представлениями аддитивно-мультипликативного типа 
мы кратко остановимся в следующей работе, которая будет посвящена 
применению полученных выше результатов к решению на ЭВМ систем ли
нейных уравнений с матрицами вида С (1.1) . В этой же работе мы оста
новимся ниже на изучении структуры аддитивно-мультипликативных пред
ставлений (сопряжённых с полученными выше мультипликативными пред
ставлениями С(1.1 )) матриц (&=С~*) обратных к C(i.l) . 
хГ В этой теореме справедливо также Замечание 2.2. 
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3. Структурно-инвариантные представления аддитивно-мультипликатив-
ного типа для матриц обратных к блочно-трёхдиагональным общего 
вида C(l- i ) при наличии нулевых ведущих блочно-угловых миноров 

В предыдущем параграфе нами были построены генераторы множества 
всевозможных представлений мультипликативного типа блочно-трёхдиаго-
нальных матриц C(*i) общего вида при наличии у них различных ком
бинаций нулевых ведущих блочно-угловых миноров. 
В настоящем параграфе подобная задача решается для им обратных мат
риц при тех же условиях на миноры. При этом из соображений дальнейше
го практического использования полученных в этой работе теоретичес
ких результатов для решения систем уравнений <СХ =У нами построе
ны новые представления для ft =C_i аддитивно-мультипликативного типа 
и найдены их генераторы. 

Итак, имеет место следующая 
Теорема 3 . 1 . Пусть € -невырожденная блочно-трёхдиагональная общего 
вида ( I . I ) с прярэугольныщ элементами-блоками [е*>%}х-, и соот
ветствующими квадратными блокг -ч ' *?»},_< . в общем случае разных раз
мерностей. Пусть ^акже для }Д^ } , {/УГ} -ведущих блочно-угловых мино
ров C(i.i) выполняется одт" из условий I-rs.Ln.n. Тогда для 6 = C"i 

имеет место следующее единственное структурно-инвариантное аддитивно-
-мультипликативное представление 
Представление 3.1 (типа 6=6 + Д6 ) 

— — 
в*&*&.1 

1 к̂-дЯ-м 

- 1 

-К-». 
= 8> 1 

©к 

m 

а = ЧЛ 

а г 
'ни ни W ^ K * 

Р 1 г 
nv-i'm-iin 

-1 

*- ^ 

+ 

/ i 

\ 
®* 

1 °J 

(-ft г") 
1К-*К-1 

(-ft у 
IH-iK-l 

(ft -г") 

<\& 

0 ] 
0 

№2, 

•« 
\r "-> 

В 
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K-l 

Е 

-i 
=u) а 

Е •*u 

% 

4 ниш ft-ft-iK-x^ 
L £, . teal--(-г-ft' 

'ни 
*>*i 

тл 

(3.1) 
= (в+ДВ>)=й 

" ^ 
а«-А 

^гт -элементов-блоков обратных ведущих 
1" справедливы ,Г 

При этом для EBf^J.. 
усечённых подматриц В " = [ с*"* J"1 , eK»i=£CK+i-
при соответствующих условиях Х-^.Ь^.Ш любые3^ из полученных нами в 
/1^\,2,3/ различных прямых факторизованных представлений. 
Здесь неизвестные {[ BJA) , ОД-*) , ВДО , 3„(л) , при усло
вии 1 ! ) " , [ » ^ . &<? Х*~> §iiP ' 8кк(&) • "Р* У с л о в и и 1 2 ) ] -
[а ^ А , * ) , вЦл,«0 • ^ . ( 4 ' ^ • *ккл '^ • п р и У с л о в и и Ш}-элементы 
блоки матриц из'1 могут быть найдены любым методом с учётом следующих 
основных матричных уравнений: 

( W V к+i i»ii(u«i 
K-iK-i W« "к-w-i K-lftTVlK 

K-iK KK 

(«V-P-Ь S") <«"| (3.2) 

Доказательство. Матрично-факторизованное представление 3.1 для В=С 
получаем из соответствующих представлений 2.1 для СИЛ). Для этого 
представление 2.1 формально запишем в виде <Г= f i ' ^ V f j » гл-е 

«а 
рожденность 

хения 
ление 2.1,полученное нами в / I4) / ' • Далее, из явного вида &=€"'• и 
с учётом структуры матриц cL , f^K , Cs , получаем аддитивно-
-мультишшкативное представление типа ft = в+4ft т . е . представление 
3 .1 . Проверка сцраведлнвостж полученного представления 3.1 осущест-
вляется далее на основе равенств C-6=f=C-8. Теорема доказана. 
х)Замечание 3 .2 . Ь**=[с*1У1' Л^СС^У1 могут быть получены так
же и любым другим известным в алгебре способом. 

lltf* ,С3 -факторизирующке матрицы в представлении 2 . 1 . Учитывая невы
рожденность матриц Cit**H7C6 , формально имеем bt-Cll-^l-Cl , где 
в^^'^С^-соответствующие обратные матрицы. Теперь, выполнив перемно
жения матриц &*•&}'*•• С'} , получим явный вид 6 =С~1 (см. представ-

о т Г * ..: /т / тг„— _ . „„™ a - ^ - i . 



Замечание 3 .1 . Отметим также, что обратный переход от аддитивно-
мультипликативного представления 3.1 .для & = <Г1 к сопряжённому муль
типликативному представлению В> = С'.1- *%:*••€? осуществляется следую-
щим образом: Матрица ft в(3.1) заменяется нулевой матрицей, указан
ные нулевые блоки в матрицах £х и £3 заменяется единичными мат-

заменяется на блок 
. Аналогичные перехо-

рицами, верхний единичный блок в матрице ¥5, 
а нижний единичный блок на блок а>" ef* 

ды можно выполни-ь и в аддитивно-мультипликативных представлениях, 
рассматриваемых ниже в теоремах 3.2 и 3 .3 . 
Далее рассматривается аналогичное матрично-факторжзованное представ
ление типа 3.1 для Ь = С* при комбинациях однотипных (или обоих ти
пов) нулевых ведущих блочно-угловых миноров С (1.1) . 
Имеет место следующая 
Теорема 3.2. Пусть С -невырожденная олочно-трёхднагональная мат
рица общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками {S*,*,}?. 
и соответствующими квадратными блоками { ^, } 1! , в общем случае 
разных размерностей. Пусть также для {А* } , {Д™} -ведущих блочно-
-угловых миноров С (Li1) выполняется одно из условий Шх)^)'.-^!)*! 
1У?\",У;У1. Тогда для В =€_ i имеет место следующее единственное^ '2 ) ' 
структурно-инвариантное аддитивно-мультипликативное представление 
Представление 3.2(типа & = § + Д Ь ) 

] h л 

L Ч. 

,х). 

L *г let 

-i 

< 

[%1 

Ml 

(J 
4 2 "I 
'«НИЦ 

. ЧЛь 

• i 

»; г 
%лЬг 

с-а-й) 

E J 

% 

HA 

•3T 
«va 

Здесь и далее мы не приводим полученные представления типа 3.2 для 
&=С~ црж условиях 17,71 ,УШД в силу ограниченности объёма публика
ции. 
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0 , 
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ДО-ДО Г С 1 
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r© 1 
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= B> 

(3.3) 

€f.ft)..tf-ftTr с 1 

U 

Ы 

чаыЬгшмт 

4L 
®m e 

-элементов-блоков обрат-
ных ведущих у с е ч ё н н ы х подматриц 

В^А=СС£^'Х справедливы при соответствуищих условиях Ш-^.Ц^Д 
любые*' из полученных нами /I4)» 2, 3 / различных прямых факгоризован-
ных представлений. Здесь неизвестные } [ & н н , § К-1К »КК-1 В>„, 

*t-U-i ' Ьг-it ' S t M i &«3 -функции от JA} при условии 
Ш-^; функции от }&} цри условии I1L,) или как функции от {Л7Ь} при 
условии У } -элементы-блоки матриц и)~^ могут быть найдены любым 
методом с учётом следующих основных матричных уравнений: 

О О 

о о 
IftAdfi&o J 

U t \A 

»i< 

'i-ik "till 

(3.4) 

к-i 

ftt 

ft 6 , 
.5 I 

ft ftu""' MM. tlK 
ftl*± ^ % J . BBJ о о 

о 
( W W W ®J 

x7 В этой теореме справедливо также Замечание 3.2. 
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Доказательство. Представление типа 3.2 получаем из соответствующих 
факторизации 2.2 для C(L.L) . При этом следует воспользоваться ос- , 
новными моментами доказательства теоремы 3 .1 . Проверка справедливос
ти полученного представления 3.2 осуществляется на основе равенств 
1-й = £ = В £ . 

В следующей Теореме рассматривается матрично-кракторизованное пред
ставление типа 3.2 для В = С"1 при комбинациях конечного числа 
однотипных (или конечного числа обоих типов) нулевых ведущих блочно-
-угловых миноров у С (1 • 1). 

Имеет место еле чующая 
Теорема 3.3. Пусть С -невырожденная блочно-трёхдиагональная мат
рица общего вида ( I . I ) с прямоугольными элементами-блоками {•ps>?*j,T 
и соответствующими квадратными блоками { ty,} L , в общем случае 
разных размерностей. Пусть также для \&\] , }Д?j -ведущих блоч-
но-угловых миноров (С ( i - i ) выполняется одно из условий УП,УШ,1Х,Х. 
Тогда для 8>=<П" имеет место следующее единственное структурно-
-инвариантное аддитивно-мультипликативное представление: 
Представление 3.3(типа В = в + Лб ) 

к-г ' и 
=6 кч 

10. K-i 

©к, 

I | | - - • 

ьл 'n-t 

-L 

-С 
к-г. 

[\] 

0,-J 

К*1 

"0£ 

-1 
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L E 

о. 
o„ 

? юишы «fift WK* 
' M i 

*** 

^ w & 
i * 4 

О, 1 

"Ой 

L ^1 

(3.5) 

= B> 

»lrtl%%«i 
M i 

o«»t 
O-

При этом для {f e^J.. , [ft1+IJ.. , С Ь*>11-- t С * S i V } -элементов-блоков 
обратных ведущих усечённых подматриц I ft,**= re,**J"» e5*1=ft„**iJ^ 

**, -£С.ь J • e «fe e f A& J справеда '«=» „х) справедливы при соответствующих ус
ловиях УП^ .Й^) tlX любые1' из полученных нами / 1 ^ \ , 2 , 3 / различных 
прямых факторизованных представлений. Здесь неизвестные { £&,^ -
-функции от {Л} при условии yHj\*f функции от {&} при условии УП2\ 
или как функции от {Л

г^} при условии IX j -элементы-блвки матриц 
~" могут быть найдены любым (в том числе и рассмотренными вы-U). 

ше) методом с учетом следующих основных матричных уравнений: 

Р- , 
Ы 

•w 

RVJ (3.6) 

, dWLJ 

LBA* 
xT 

foJhJ 
fell !KV 

И в этой теореме справедливо также Замечание 3 .2 . 

23 



явный вид известных [О. , R , Р ] -матриц-блоков в (3.6) определён в 
(3.5). 
Доказательство. Представление типа 3.3 получаем из соответствующих 
факторизации 3.3 для CCi.O . При этом вновь следует воспользовать
ся основными моментами доказательства теоремы 3.2. Проверка справед
ливости представления 3.3 также осуществляется на основе равенств 

(С-8> = Е= a - t . Теорема доказана. 
Замечание 3.3 (Лемма 3.1). Если С -невырожденная блочно-трёхдиаго-
нальная матрица общего вида ( I . I ) и для её i &1} ; M ? j -ведущих 
блочно-угловых миноров выполняется одно из условий теорем 2.1*, 3 .1 ; 
2.2*, 3.2; 2 .3 ; 3.3, то характерные /см. 1ГА, 2/ матрицы (u>K=u5K) , 
«*<, D (Ф,.) • "2 J ».i(® • л) являются при соответствующих условиях невы-
рожденными. 
Доказательство. Невырожденность характерных матриц юН1и)к^ ,и?кк 'к" 
является прямым следствием невырожденности C( i - i ) , поскольку 
dd.(£)=det('F!iJ , где "г̂ а -индуцированные /см.1г,\, 2 / матрицы в 
соответствующих представлениях 2 . 1 , 2.2, 2.3 для C ( i . i ) . 
Невырожденность же характерных матриц (u>K = iOK") , u3„ j о), к.кк" (также при oteifO # О ) вытекает из следующих факторизации индуциро
ванных матриц <?з. при соответствующих условиях: 

П) Представление gs (при условиях 1-г\, 12\ 
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Ы 

id 
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1<1 
к] 
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(3.7) 
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Представление .(при условиях УП|),УП2),1Х) 

аЧ ы 
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И 
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Umi, 

© 
.W1K ] 1 
о 
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• О г 
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и 
с! 
K4j 

-матриц-блоков в (3.8)+(3.9) опре-
Справецливость утверждения лем-

Здесь явный вид [ Q , й , Р ] 
делён в (2.5) и (2.9) соответственно, 
мы 3.1 установлена. 
Замечание 3.4. Как следует из теоремы 2.3, если у матрицы C(i-i) бо
лее цвух нулевых ведущих блочно-угловых минора, то невырожденные ха
рактерные матрицы и ^ (см., например.(3.9)) обретают общий блоч-
но-трёхдиагональный вид. При этом к ним (в свою очередь) применимы 
(см., например, /17) ' 2 / ) в с е полученные выше результаты для С(1.1) . 
Процесс полной факторизации С(1.1) конечен, как следует из теоремы 
5/1™)/, и осуществим всего за два шага. 
Замечание 3 .5 . При получении представлений цля матриц <L(l. 1) и B=C"i 

в этой работе мы исходили из возможных комбинаций вырожденности раз
личных её усечённых подматриц. Однако формальный вид полученных пред
ставлений сохраняется, если заменить указанные условия вырожденности 
на условия плохой обусловленности соответствующих подматриц. На обос
новании этого утверждения мы более подробно остановимся в следующей 
работе. 
Заключение 

В настоящей работе построены генераторы множества матрично-фак-
торизованных представлений мультипликативного типа для блочно-трёх-
диагональкых матриц С общего вида ( I . I ) и аддитивно-мультиплика
тивного типа для ( 6 = С"1) -им обратных матриц как при наличии раз
личных комбинаций у них нулевых ведущих блочно-угловых миноров, так 
и при отсутствии последних. 
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