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ABSTRACT

We show in this paper that the autonomous nonlinear dynamical system Е(Л, В, F) :
x' = Ax+Bu+F(x) is topologically equivalent to the linear dynamical system £(Л, В, О) :
x' = Ax + Bu if the projection of A on the complement in R" of the controllable vectorial
subspnre is hyperbolic and if lipschitz constant of F is sufficiently small (*) and F(x) =
0 when | | i | | is sufficiently large (**). In particular, if Е(Л,В,О) is controllable , it is
topologically equivalent to £(Л, В, F) when it is only that F satisfy (**).
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I Exposition des Résultats

La terminologie " équivalence topologique" dans la théorie géométrique des systèmes dy-
namiques est utilisée dans un sens large pour désigner une classification des objets quel-
conques des systèmes dynamiques en employant des homéomorphismes entre des espaces
d'états. Ces objets peut être très divers : Des flots (voir exemple [1] , [9] , [11]) , des
trajectoires (voir exemple [5] , [7] , [12] , [17]) , des endomorphismes linéaires (voir ex-
emple [10]) , des systèmes dynamiques discrets (voir exemple [14]) , des familles d'orbites
non bornées (voir exemple [13]) , des rotations périodiques dans un espace euclidien (voir
exemple [10]), ect... .

Dans cet article nous usons la conception "équivalence toplogique" des systèmes dy-
namiques au sens suivant

1.1 Définition
Soient X; ,J" = 1,2 deux espaces topologiques et soient T; Ç {x : R -» A',}. Les Tj
peuvent être considérer comme des familles de trajectoires appliquant l'axe du temps R
dans les espaces des phases A',-. On dira que I\ et î j sont topologiquement équivalents
et on notera par 7\ ~ Tj s'il existe un homéomorphisme T : X\ —» A"; échangant les
trajectoires de Tt et T2 . C'est-à-dire que x £ 7\ «• Tx G T2 où Tx(i) = T(x(t)). Si de
plus les Xi sont des espaces vectoriels et 7" est un isomorphisme linéaire , on dira que Ti
et T"2 sont linéairement équivalents et on notera par Ti ~ T? •

Soit Е(Л, В, F) un système dynamique nonlinéaire autonome (ou système , système
dynamique, tout court) donné par : S ^ , B , F ) : x'(0 := ^ = Ax{t) + Bu(t) + F(x(t)).
Ici A : R" —>• R" et В : Rm —> R" sont deux applications linéaires (ou en d'autres termes ,
elles sont deux matrices réelles) et F : R" -> Rn une application nonlinéaire .

Un tel système s'identifie avec la famille de ses trajectoires , i. e. :

Е(Л, fl, F) = {r : R -» R";3n : R -> Rm;teUe que : x'(0 = Ax(t) + Bu{t) + F(x(<))}-

II est clair que S(Л, О, О) С Е(Л, В, О) et Е(Л, О, F) С ЦЛ, В, F) pour tout В (si l'on
prend 11 = 0).

1.2 Définition
Deux systèmes S; := £;(Л, В, F) sont dits topologiquement équivalents (resp. linéairement

équivalents) si Si ~ £2 (resp. Si ~ S2) .

On a proposé beaucoup de définitions différentes d'équivalence topologique (voir ex-
emple [15]). La définition introduite précedement désigne simplement que deux systèmes
dynamiques sont tpologiquement équivalents si et seulement si leurs orbites peuvent trans-
formées l'un à l'autre en changant nonlinéairement les "coordonnées" .

Au sens de cette définition lorsque X — R", le probème de classification topologique des
systèmes dynamiques des formes £(Л, В, F) a été résolu dans quelques cas particuliers



. Plus clairement , quand F = 0 et В = О !es travaux de Arnold [1] , de Kuiper
[9] et de Ladis [11] permerttent de classer complètement l'équivalence topologique des
flots S(A,O, O) . Quand fl = O Hartman [7] et Grobman [5] ont donnés des conditions
nécessaires pour que des systèmes de formes Е(Л, O, F) soient localement topologiquement
équivalents . Quand F = О Willems [17] a donné un critère nécessaire et sufisant pour
que deux systèmes linéaires controHables de formes £(Л, В, О) soient topologiquement
équivalents .

Dans cet article nous examinons l'équivalence topologique des systèmes pour les cas
В ф О et F Ф О . Plus précisément , nous chercherons des conditions pour lesquelles
un système dynamique nonlinéaire £(Л, B, F) est topologiquement équivalent au système
linéaire £( A, B, O) défini par sa partie linéaire. Dans ce but, nous supposons toujours que
F est lipschilzicnne , F(o) = О et en plus, F(x) ~ О lorsque la norme | |x| | est suffisamant
grande . La dernière hypothèse est acceptable parce que F peut se considérer comme
une perturbation uonliéaire du système linéaire S(A,B,O) , ou comme un reste d'un
développement de Taylor dont la partie linéaire est A .

Soit S( A, B, F) donné . Notons par В le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
colonnes de la matrice В . Posons Я! := В + AB +... + Л'- 'ö (1V := В, Я"'1 := Я). Я
est dit le sous-espace vectoriel controllable du système linéaire £(Д, B, O) . Parce que Я
est A-invariant , on peut définir Л comme dans le diagramme commutatif suivant :

R"
PI

R"

où P est la projection naturelle . Alors A est simplement la projection de A sur la partie
noucontrollable du système £(Л, В, О).

Les résultats principaux que nous obtenons dans cet article sont les suivants

1.3 Théorème
1.3.1 T.I

Si Л est hyperbolique (i. c. les parties réelles des tous les valeurs propres de Д sont
différentes de zéro), alors Е(Л, В, F) ~ £(Л, B, 0) lorsque la constante de lipschitz de F
est suffisament petite .

1.3.2 T.II

Si Л H О , c'est-à-dire que £(Л,В, О) est un système controllable , alors E(A,ß, F) Z
Е(Л, В, О) (on suppose seulement que F(x) = 0 lorsque | | i | | est suffisament grande) .

Donc on peut dire mécaniquement que si le système £(Л, В, О) est controllable, alors
toute perturbation nonlinéaire dans un voisinage de rayon suffisamant grand, ne change
pas les comportements topologiques de ses orbites .

La démonstration du Théorème 1.3 sera présentée dans le paragraphe ci-dessous

2 Preuve

D'abord :-:D".s annonçons le résultat suivant qui donne encore un critère d'équivalence
topologiqm- entre 2(Л, В, F) et £(Л, В,О).

2.1 Sous-Théorème
Si A est hyperbolique alors S(A, B,.F)~ £(A, B, O) lorsque la constante de Jipschitz de
F est suffisamant petite .

Preuve du Sous-Théorème : On construit un homéomorphismeT : R" -»• Rn définissant
une équivalance topologique entre E(A, B, F) et Е(Л, В,О) de [a façon suivante :

Soit J = [J+|^~] la forme de Jordan de A où J + comprend les blocks de Jordan
associés aux valeurs propres à partie réelle positive et J~ comprend ceux à partie réelle
négative. Soit [J+(0l^~(01 u n e matrice fondamantale de solutions du flot

x'(t) = Ax[t) , c'est-à-dire [J+(t)\J~(t)] = eJt.

Posons M(t) = [O\J'(t)] et P{t) = [J+(t)\O]. On sait qu'il existe des constantes positives
Ar et M telles que

Ц Л Д О П < Л г е ~ м > p o u r t o u t t > 0 ( 1 )

\\P(t)\\ < jVeMt pour tout t < 0 (2)

où ||.|| est la norme euclidienne .

Soit .ro un point arbitraire dans E" et soit x(xo, t) € Е(Л, B, F) , c'est-à-dire qu'elle
est une solution de

x'(t) = Ax{t) + Bu[t) + F(x(t)) vérifiant i(i„,0) = xo.

Définissons maintenat T : E" -» R" par :

T{x.) = * „ + / " M{-t)F(x(xo, t)) dt + Г°° P(-t)F(x(x0, t)) dt, (3)

Nous remarquons d'après (1) (2) et le fait que F(x) est lipschitzienne satisfaisant F(x)
= 0 pour ||x|| > С que les intégrales (3) sont bien définies .

La preuve du Sous-Théorème découle des quatre lemmes suivants

2.1.1 Lemme

Si x 6 £(Д, В, F) alors T{x) € £(Л, В, О)

Preuve : Soit x[xo, t) une solution de

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) + F{x{t)) vérifiant x(xo,0) = xo, (4)



Soit T(i„) = yo et soit y(yo,t) une solution de

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) vérifiant y(yo,0) = t/0,

C'est-à-dire y(yo, l) € ЦА, В, 0) .

Parce que la formule

(5)

2/(l/o,0 = r(j-o,') - / ' Л/(/ - тЩх(хо,т)) dr + I P(t - T)F(X(XO,T-)) dr, (6)

est aussi une solution de (5) satisfaisant j/(j/o,0) = yo, le Théorème d'unicité entraine
que 1/(2/0, l) = i/(2/o>') • Soit xi un point arbitraire appartenant à l'orbite de x(xo,t) ;
JTI = x(xo,(i) , alors .T(ZI,T) = i((xo,ii),T) = x(xo,<i + т) . Posons *t + r = tu. Nous
obtenons

M(ti-w)F(x{xo,w)) du
Ji,

(7)
Donc iji := T(xi) est un point de l'orbite de y[yo,t) • Par ailleur , {y[yo,t)} = {»/(2/1,0}>
d'où T(x(xo,/)) = 2/(2/0,') • Le Lemmeest prouvé .

2.1.2 Lemme

Si la constante de lipschitz f de F est suffisamant petite , par exemple 2f < 42 , alors T
est injective .

Preuve : Supposons au contraire qu'il existe X! ф x2 tels que T(xi) = T(xj) := y\.
Soient x(j,,/),.r(x2,0 € S(/l,O, F) С S ( / l ,ß ,F) satisfaisant x(x,,0) = x,,x(x2,0) =
.r-2, c'est-à-dire qu'ils sont les solutions de x'(0 = Ax(t) + F(x(l)) . On a d'après le
Lemme 2.1.1 que T(x(n,t)) = T(x(x2,0) == 2/(yi,0 € Е(Л,О,О) , c'est-à-dire y(yi,0
est «ne solution du flot y'(t) — Ay(t) vérifiant J/(J/I,O) = yi. Comme A est hyperbolique,

II -> +00 lorsque ||(|| -> +00 .

Distingnons les deux cas suivants : ||2/(2/i,OII -* +°° lorsque t -> 00 et ||2/(t/i,0ll —*
+co lorsque / —» —со .

Cas 1 : ||i/(i/i,OII -»• 00 lorsque t -+ +co . D'après (1) ,(2) ,(3), (7) et F(x) = О
lorsque | |x | | > С on a

et

1И*2,0||-

(8)

(8')

Donc ||x(xi,OI| -> 00 et | |x(x2,/)| | ->• 00 lorsque | | ( | | - 4 0 0 . On en déduit qu'il existe
T > 0 tel que F{.T(.T|,0) = F(x(x2,/)) = 0 lorsque t > T .

Comme

x2, to))] dw+

||x(x,,0-a(*2,0ll =

"p((-B)[№i.»)H

(9)

Comme F(x(;,0) = 0,i" = 1,2 lorsque t> T on a v{t) := \\x(xut)) -x(x2,t))\\ -J- 0
lorsque t —> +co . Par ailleur , X! ф х2 , on en déduit que v(t) atteint son maximum sur
l'intervalle [ T, +00) . Supposons m = maxv(t) = v(to),to 6 [ T , со) . Comme F est
lipschitzienne on a d'après (1), (2) , (8) et (9) que

+Гlo +

• = "Со) < £11 J M{t - w)v(o) du, + J P{t - w)v{to) dw\\ <
T 1

J+oo

2JV
< m Ç ^ - . (10)

Par conséquence m < 2mÇ^ . Alors ^ < 2Ç . Ce résultat est en contradiction avec
l'hypothèse 2f < ̂  .

Cas 2 : Par la même méthode , nous arriverons à une contradiction pour le cas où
0) | | -> со lorsque l —> —00 . Le Lemmeest prouvé.

2.1.3 Lemme

Si la constante de lipschitz £ est suffisamant petite (par exemble 2£ < ^ ) , T est un
homéomorphisme.

Preuve : Nous prouvons d'abord que T est continue. Soit En Э {х„
convergente . On a

i\/(-0F(x(xn,0) —»• M(-0F(x(x*,0) et P(-t)F(x{xn,t)) —*
lorsque / —» со . Il en résulte , en utilisant les inégalités (8) et (S1) que

\ —»• x* une suite

P(-i)F(x(**,0)

(11)T(xn) = xn - / ° M(-w)F(x(x„,w)) dw + /+°° P{-w)F(x(xn,w)) dw,

tend vers

x » - /° A/(-w)F(x(x*,t<;)) dw + [+°° P(-w)F(x(x*,w)) dw = T(x*). (12)
V-00 J0

Nous montrons maintenant que T est une application ouverte . Soit В une boule fermée
dans R" . Comme T est une injective continue , T : В -> T(B) est un homéomorphisme.
Soit .ro un point intérieur de Б , alors 7"(xo) := yoest aussi un point intérieur de E. En effet,
si au contraire yo appartient au bord de 7~(B) , il existe une suite R"\')r(B) Э {j/n} —* Уа
lorsque n -> 00 . Donc il existe 6 > 0 tel que | |yn | | < 6 quand n > N . Posons xn =
Т-'(Уп) - Nous trouvons d'après (1),(2) (3) et (8) que | | x n | | - ^ < | |Г(х„) | | = | |у„| | < 6
quand n > N . Alors il existe une sous-suite х„ Э x n i -y x* car {xn} est bornée . Comme
T est injective et comme yn §É 7*(B) , xnk £ E . Par ailleur , В est fermée , alors x* £ B.
Cet résultat entraine que xo ф x*o . Cependant T(x„ t) = ynt -)• T(x*) et ynk ->• yo

lorsque 11 —¥ 00 . Donc T(x+) = T(xo) = y0 . C'est une contradiction саг Т est injective.



Nous prouvons enfin que T est surjective. T(R") est un ensemble ouvert car T est une
application ouverte. C'est pourquoi il suffit de montrer que T(R") est fermé . Supposons
T(R") Э {i/n} -> I/o "ne suite convergente . Si y0 $ T(R"), un raisonnement analogue au
précèdent fait apparaître une contradiction . La preuve du Lemme est alors achevé .

2.1.4 Lemme

Si y e S ( A , B , O ) alors T-'(y) e £ ( / i , ß ,F )

Preuve: En effet , soit y{yo,t) une solution de y'{t) = Ay{t)+Bu(t) vérifiant y(yo,0) =
yo . Posons T~l(yo) = xo et T~x(y(yo,t)) = z(t) . Soit z(xo,t) une solution de
x'(t) = AJ-(I) + ßii(l) + F(x(t)) vérifiant x(x<,,0) = xo. Supposons qu'il existe t* 6 R
tel que ;(<*) ф x(xo,t*). D'après le Lemme 2.1.1 on a T{x(xo,t*)) = y(yo,t*) . Donc
"7~~l(î/(î/o, **)) = .г(х„,(*) = :(t*). C'est une contradiction car T est un homéomorphisme.
Enfin , il est claire que pour tout Xi € {x(xo,t)} il existe toujours j/j g {y(jfthO} t el 4 l l e

*7~~*(t/i ) = Xi . Ainsi que T '(!/(!Л»0) = x(xa,t) . Le Lemme est prouvé .

La prouve du Sous-Théorème 2.1 est complètement achevé .

2.2 Preuve du Théorème 1.3
Pour la suite on a besoin des résultasts suivants

2.2.1 Lemme

Pour toute (S, h',T) € G7,(;i,E) x Kmx" x GL{m,U) on a

S(.4, B, F) £ S(S(A + Bh')S-',SBT,SF).

Preuve : En effet, on a d'abord que

.r G S(/l, B, F) «=> x'(t) = Ax(t) + Bu(t) + F(x(t)) «=>

.r'(/) = (Л + BK)jr(t) + BT[T-lu{t)-T-lKx(t)] + F(i(0) <=> i € Е(Л + BK,ВТ,F).

Donc S(.-t, ß , F) = S(.4 + Bh\ B, F).

En suite , pour toute S € GL(n, R) on a £(Л, В, F) ~ S(5A5-', SB, SF) par l'isomorphisme
linéaire S : E" -»• E", parce que x 6 £(Л, В, F) -i=> i'(«) = Ax(t) + Bu(t) + F(i(<))

<=* 5V(0 = (5x(0)' = 5Л5-'5г(0 + 5ß«(0 + 5F(x(t)) <=> Sx € Z(SAS~\SB, SF).
D'où le résultat. Le Lemme est prouvé.

2.2.2 Lemme

Si dimR = h : 0 < /i < n et rfimß = / ; 0 < / < m (voir la Définition 1.2) , alors il
existe (5, h',T) S GL[n,P.) x P."1*" x GL{m,R) telles que [S(A + BK)S~l,SBT) est de
ia forme:

(Ai 0\ [Bl 0"
\0 A.) Л

où (AuBi) 6
hyperbolique .

x Rhxl) satisfaisant dim [Bu i , , . . ,AÎ" 'Bi] = h , et A, est

Preuve: Comme 72. est un sous-espace vectoriel A-invariant, H existe (S, T) € GL(n,R)x
GL(m,R) telles que [S AS'1,S ВТ) est de la forme :

Au Ai О

où (An,fin) € Rhx/I x RAW satisfaisant dim [ Bn, AnBn,..., Au ' B M ] = h . Donc
il existe /v'i € R'*'' telle que tous les valeurs propres de la matrice (.4ц + BnA'i) sont
différentes de celles de la matrie An (voir [IS] Théorème 2.1 , p. 4S). Utilisant cette
remarque, on peut trouver (c.f [4] . VIII , 3 , p. 225) (5, A") e GL(n,R) x Rmxn telles
que

О
В, 2)w.*(S >

est de la forme
/A, O\ (Bi O\

[\o AJAO or
où (Ai, Si) satisfait les conditions du Lemme 2.2.2 . Le Lemme est prouvé .

On prouve maintenant le Théorème 1.3 . D'après les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2 ou a

. O>

où F = S F (5 6 GL(n,U)) est aussi lipschitzienne et sa constante est suffisamant petite
quand celle de F est suffisamant petite . En plus , comme A; et Аг sont hyperboliques ,
d'après le Sous-théorème et les Lemmes 2.2.1 , 2.2.2 on a

A, O\ (Bi O\ p Tv,(Ai O\ /В, О
J ' U OJ'F )~S (U

Le (T.I) est prouvé .

Rappelons que nous avons montré dans la preuve du Sous-Théorème que si la constante
de lipschitz Ç satisfaisant 2Ç < ^ , où jV et M dépendent des parties réelles des valeurs

propres de A, et si F(x) = 0 lorsque ||x|| > С , alors £(A, B, F) ~ £(A, B,O) .

Quand S(A, B,O) est controllable, on sait que pour toute collection Л de n nombres
complexes de la forme Л := {ai, a 2,. . ., ai, 61,61, - - -, 62=1,60^} ,où a,-sont réelles et 6j est
la conjuguée de 6j , il existe toujours une matrice A" 6 Rmxn telle que Л est l'ensembles des
valeurs propres de la matrice A + BK (voir [IS] Théorème 2.1). Par ailleur, S(A, B, F) =
£(A + BK, B, F), on déduit alors d'après la preuve du Sous-Théorème que S(A, B, F) ~
£(A, B,O) si E(A, B, O) est controllable et F(x) est lipschitzienne satisfaisant F(x) = 0
lorsque ||x|| > С (nous remarquons que cette équivalance ne dépende plus de la constante
de lipschitz de F) . (T.II) est alors prouvé.

La preuve du Théorème 1.3 est achevé .
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