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Wygladzanie widm promieniowania X metodami regresyjnych funkcji sklejanych
i szybkiej transformaty Fouriera

Zastosowano dwie metody: regresyjnych funkcji sklejanych i1 szybkiej transtormaty
Founiera do wygladzania widm promieniowania X otrzymywanych z licznikow
proporcjonalnych. Programy zostaty napisane w jezyku MATLAB i stuzg do obliczania i
optymalizacji wygladzanych przebiegéw. Wykazano, ze zastosowanie wygladzonych widm
do wyznaczania wielowymiarowych modeli wzorcowania moze prowadzi¢ do znacznego
zmniejszenia btedow pomiarowych.

Smoothing X-ray spectra with regression splines and fast Fourier transform

Regression splines and fast Fourier transform (FFT) methods were used for smoothing
the X-ray spectra obtained from the proportional counters. The programs for computation
and optimization of the smoothed spectra were written in MATLAB language. It was
shown, that application of the smoothed spectra in the multivariate calibration can result in a
considerable reduction of measurement errors.
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1. WSTEP

Filtracja cyfrowa jest powszechnie stosowanym narzedziem do wygladzania i
filtrowania sygnatow zawierajacych szumy. Jezeli filtr cyfrowy jest wykorzystywany w
trakcie zbierania danych pomiarowych, powoduje on zmniejszenie szumow filtrowanego
sygnalu w czasie rzeczywistym. Jezeli natomiast cyfrowy filtr” jest zastosowany po
zebraniu danych, to méwimy wowczas o wygtadzaniu filtrowanego przebiegu.

Przebieg rozktadu energetycznego (widma) y, promieniowania X otrzymany z licznika
proporcjonalnego, a wyznaczony za pomoca wielokanalowego analizatora amplitudy
mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch wektorow

Yy, =yts ey

gdzie:
y - wektor rozkladu ,idealnego”
s - wektor szumow.

Przyjmuje sig, ze wektor szumow ma rozktad normalny o srednicy réwnej zero. Zalozenie,
ze sktadowe sygnatu idealnego oraz szumu s3 addytywne i nieskorelowane jest powszechnie
przyjmowane w analizie danych pomiarowych [1].

Wygtadzanie przebiegu y,_ polega na znalezieniu nowej funkcji (lub wektora) y , takie;,

aby jej przebieg byl mozliwie najblizszy do y, np. wedlug kryterium:
min [y, - y[] )

Zasadnicza trudno$¢ w znalezieniu takiej funkcji polega na tym, ze znany jest tylko
wektor y,, natomiast nieznany jest wektor y, do ktorego nalezy jak najlepiej dopasowac
szukang funkcie y .
W niniejszej pracy przedstawiono dwa sposoby wygtadzania widm promieniowania X z
licznikéw proporcjonalnych:
o Regresyjnych funkcji sklejanych, w ktorych metoda najmniejszych kwadratow
dopasowuje si¢ pewna ciagla funkcje do przebiegu widma rzeczywistego y,.
e Szybkiej transformaty Fourier (FFT), gdzie wykorzystuje si¢ rozne wlasnosci wektorow
y i s przetransformowanych do dziedziny czestotliwosci.
Programy obliczen wygtadzonych przebiegdéw zostaty przygotowane w jezyku MATLAB, a
na przyktadzie oznaczenia siarki w weglu pokazano, jaki wplyw ma wygtadzanie widma na
parametry wielowymiarowego modelu procedury wzorcowania.

2. WYGLADZANIE WIDM ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

Zasada wykorzystania funkcji sklejanych do wygladzania przebiegow zawierajacych
szumy polega na aproksymacji odcinkowej wygtadzonego przebiegu wielomianem stopma
n w taki sposdb, aby w punktach faczenia (weztach) aproksymowane funkcje i1 n-1 jej
pochodnych byly ciagle. Najczesciej wykorzystuje sie do tego celu wielomian stopnia
trzeciego. Regresyjna funkcje sklejang trzeciego stopnia y:,, bedaca aproksymacja wektora
Y., mozna przedstawi¢ za pomoca nastgpujacych rownan:
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gdzie:
(k—kw)), =k-kw, dla kkw,
=0 dla k <kw,,
k - numer kanatu w widmie k={1,2, ..., m],

kw; - potozenie wezlow,

1 -liczba weztow.

Wspotczynniki b modelu (3) wyznacza si¢ metoda najmniejszych kwadratow ze zbioréw

danych y_ (wartosci zliczen) 1 k (odpowiadajacych im numeréw kanatéw). Dla funkcji

sklejanej stopnia nie wyzszego niz 3 zaleca si¢ aby [2-5,6]:

o wezly znajdowaty si¢ w tych samych punktach co dane pomiarowe;

« co najwyze) 4-5 obserwacji powinno miescic si¢ pomigdzy weztami;

o pomiedzy weztami nie powinno znajdowaé si¢ wigcej niz jedno ekstremum 1 jeden
punkt przegiecia (wielomian 3-stopnia nie moze dopasowywac si¢ do kilku ekstremow);

o ekstrema powinny znajdowaé si¢ w Srodku pomiedzy weztami, a punkty przegigcia
powinny wypada¢ mozliwie blisko weztoéw.

3. WYGLADZANIE WIDM PRZY UZYCIU SZYBKIEJ TRANSFORMATY
FOURIERA (FFT)

Szybka transformata Fouriera jest dzisiaj narzedziem szeroko stosowanym w
spektrometrii w tym réowniez spektrometrii promieniowania jadrowego [6]. Poniewaz
wyniki pomiarOw spektrometrycznych sa na ogét przedstawiane w postaci wektorow lub
macierzy, stosuje si¢ w tym przypadku tzw. dyskretng transformacje Fouriera obliczang
najczesciej] przy wykorzystaniu tzw. szybkiej transformacji fourierowskiej (FFT).
Transformacja wektora y_ z dziedziny energii do dziedziny czgstotiwosci (w) realizuje si¢
wedtug zaleznosci:

-2

T,
N ()—- Ik -1)] 4

Yr.k (a)) = Z Yr.) exp[
)=t

Transformat¢ odwrotng (IFFT) oblicza sie nastepujaco:

| & 271 .
Ye; == 2 Y e (@) exp{——(j— (k- ] (5)
m i N
gdzie:
YerrYr, - element wektora y, o numerze j lub k;
Yok (@) - element wektora y_ o numerze k w dziedzinie czgstotliwosci;
m - liczba kanatow w widmie;
k,j=0,1, ..., m;
1
1=(-1)".



Stosujac szybka transformacj¢ Fouriera do rownania (1) otrzymamy:
FFT(y,) =y, (0)=y(@)+s(o) (6)

Okazuje sig¢, ze w dziedzinie czgstotliwosci, skladniki y(®) 1 s(o) zachowuja si¢ w catkiem
odmienny sposob [5]. y(w) jest transformata "idealnego widma" i informacja ta jest
skupiona w zakresie niskich czestotliwosci, podczas gdy transformata szumow s(w)

obejmuje  zakres wyzszych  czestotliwosci. Tak  wigc  zastosowanie  filtru
dolnoprzepustowego w dziedzinie czestotliwosci powinno prowadzic do odcigcia szumow i
w konsekwencji wygtadzenia przebiegu przetransformowanego do dziedziny energii.
Stosuje sie¢ w tym celu filtry o roznych charakterystykach [5], w niniejszej pracy
zastosowano filtr o charakterystyce prostokatnej:

1 dla lo| < @,

P(w) = ™

0 dla |o| 2w,

gdzie w, jest tzw. czgstotliwoscia graniczna.
Stosujac filtr o takiej charakterystyce do réwnania (6) otrzymujemy

P(@)y, (o) = P(0) y(0)+P(w) s(o) ®
Uwzgledniajac (7) mozna przyjac, ze

P(0) s(0) = 0 )]
P(@) y(0) = y(0)

tak wigc odwrotna transformata Fouriera IFFT(y,)
Yw = FFT [y, (0)]=y (%a)
bedzie reprezentowac wygtadzony przebieg wektora y,.

Charakterystyke filtru (7) zamiast w funkcji czestotliwosct wygodniej jest przedstawic w
zaleznosci od liczby kanatow k:

1 dla 1 <k <w+l (10)
P(k) = m-w+]l <k <m
0 dla w+l <k < m-w+l

gdzie:

k - numer kanatu;

w - tzw. "szerokos¢ okna" wyrazona w liczbie kanatow, a odpowiadajaca czestosci
granicznej @,.



4. KRYTERIA JAKOSCI WYGLADZANIA

Podstawowym problemem przy wygtadzaniu widm jest przeprowadzenie tego procesu

w taki sposéb, aby uzyskaé jak najbardziej gtadki przebieg a nie straci¢ jeszcze informacji
zawartej w widmie.
W przypadku funkcji sklejanych parametrami, ktore determinuja jakos¢ wygtadzania sa:
stopien wielomianu, rozmieszczenie weztow oraz odlegtos¢ pomigdzy weztami. Przyjmujac,
ze wielomian stopnia trzeciego wystarczajaco dobrze moze aproksymowac odcinki widm
oraz uwzgledniajac warunki determinujace rozmieszczenie weztow, jedynym liczbowym
parametrem wplywajacym na jako$¢ wygtadzania bedzie odleglos¢ pomigdzy weztami Aw.
Minimalna liczba punktow pomiarowych pomigedzy weztami nie moze by¢ mniejsza niz 4-5.
Z drugiej strony, przy duzej odleglosci pomiedzy we¢ztami wielomian trzeciego stopnia nie
bedzie w stanie odwzorowac bardziej skomplikowanych ksztattow. Tak wigc wezly
powinny by¢ roztozone nierdownomiernie, bowiem zbyt duza liczba weztéw na odcinkach
monotonicznych przebiegu prowadzi¢ moze do pogorszenia gtadkoSci przetwarzanego
przebiegu.

W przypadku transformacji Fouriera parametrem determinujacym jakos¢ wygtadzania
jest szeroko$¢ okna w. Przy zbyt szerokim oknie w wygtadzonym przebiegu pozostanie
czes¢ nieodfiltrowanych szuméw, natomiast za waskie okno moze spowodowad
zdeformowanie ksztattu widma i w rezultacie utrat¢ czesci informacji zawartej w widmie.

Ilosciowa ocen¢ jakosci wygladzania przeprowadzono za pomoca nastgpujacych
kryteriow:

Sredniokwadratowy biad dopasowania

bl

1
MSE = —l|y, -y, an
m
jest miara na ile wygtadzony przebieg odbiega od przebiegu rzeczywistego y, .
Sredniokwadratowy btad dopasowania do przebiegu idealnego
1 12
MSE(J) = ;Hy, -yl (12)

mozna wyznaczy¢ tylko wtedy, gdy znany jest wektor y, czyli np. dla przebiegow
symulowanych.
Informacyjna entropia wygtadzanego widma

Y Yo ~
H= - —-log—"- (13)
vl Iy

Maksymalizacja informacyjnej entropii wygtadzonego wektora widma prowadzi do
tego, ze wektor y , staje si¢ najbardziej prawdopodobna wersja wektora idealnego y [1].

Wspotczynnik gtadkosei
g=~;;ﬂy;“2 (14)

Suma kwadratow drugiej pochodney wygtadzonego widma w poszczegdlnych kanatach jest
miarg jego gladkosci.
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5. WYNIKI POMIAROW

Poréwnanie obu metod wygtadzania przeprowadzono na widmach "sztucznych”.
Zmierzono w 140 kanatach 12 widm charakterystycznego promieniowania zelaza (na tej
same) probce), wzbudzajac promieniowanie zrodtem Cd-109 i uzywajac jako detektora
licznika proporcjonalnego z wypelnieniem argonowym. Srednie widmo z 12 pomiaréw
zostalo wygladzone, a nastgpnie dodano do niego skladowa stata (ok. 6% wartosci
natezenia promieniowania w maksimum piku zelaza). Wygenerowano dyskretny szum biaty
o rozktadzie normalnym o wartosci $redniej rownej zero, ktorego pierwiastek z wariancji
odpowiadatl jednej trzeciej wartosci skladowej statej. Szum taki dodawano do
wygladzonego widma otrzymjac w ten sposob widmo "sztuczne" (y,), ale o znanym
widmie 1dealnym (y) 1 szumach (s). Na rys. 1 przedstawiono przebiegi omawianych widm.
Dodajac rézne probki generowanego szumu do wygtadzonego widma wyznaczono
kilkanascie roznych sztucznych widm, na ktoérych powtarzano obliczenia w celu
sprawdzenia ich poprawnosci.

Na rys.2 przedstawiono przebieg parametrow wygtadzania metoda funkcji sklejanych w
zaleznosci od odleglosci miedzy weztami (Aw). Analogiczne przebiegi, ale w funkcj
szerokosci okna (w) dla przypadku wygladzania metoda transformacji Fouriera pokazano
narys. 4. Narys. 3 i 5 przedstawiono widmo wygltadzone przy zastosowaniu obu metod. W
przypadku funkcji sklejanych zwigkszanie odlegtosci pomigdzy weztami powoduje wzrost
wartosci MSE 1 MSE(J) oraz spadek wspdtczynnika gtadkosci g. Thumaczy¢ to mozna tym,
ze przy wigksze) odlegtosci pomiedzy weztami, funkcja sklejana staje si¢ gladsza, ale jej
przebieg zaczyna coraz bardziej odbiega¢ od aproksymowanego widma. Nieco inne
mechanizmy wystgpuja przy wygladzaniu za pomoca transformacji Fouriera. Tutaj
zwigkszanie szerokosci okna (w) powoduje wlaczenie do wygladzonego przebiegu coraz
wigkszej ilosci szuméw, w wyniku czego przebieg wygladzony coraz mniej odbiega od
widma rzeczywistego (MSE maleje) i jednoczesnie staje si¢ mniej "gtadki" (g rosnie).
Analiza przebiegu MSE(J) wskazuje, ze istnieje taka szerokos¢ okna, dla ktorej wygtadzony
przebieg jest najblizszy przebiegowi idealnemu, co potwierdzatoby stusznos¢ rozwazan
przeprowadzonych w rozdziale 3.

Rowniez przebieg wartosci entropii informacyjnej w funkcji Aw czy w pozwala na

wyznaczenie optymalnych wartosci Aw , i w,,, powyzej (lub ponizej) ktorych nastgpuje

gwaltowny spadek entropii.

Poréwnanie przebiegow widm wygladzonych oboma metodami dla optymalnych
parametréow Aw i w (rys. 3 1 5) pokazuje, ze praktycznie nie ma miedzy nimi istotnych
roznic. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, to, ze optymalne wartosci Aw 1 w beda dla roznych
ksztattow widma, dlatego w kazdym przypadku wygtadzania nalezy przeprowadzi¢ analize
przebiegow MSE, H i g, aby zoptymalizowaé proces wygladzania. Wydaje sig, ze
najprostszym  kryterium optymalizacji bedzie maksymalizacja wartosci  entropii
informacyjnej H.

Wplyw wygtadzania widma metodami funkcji sklejanych i transformacji Fouriera na
parametry modelu wzorcowania badano metoda fluorescencji rentgenowskiej na
przyktadzie pomiaru zawartosci siarki i popiotu w weglu [7, 8]. Na rys. 6a pokazano widmo
promieniowania fluorescencyjnego wzbudzonego za pomoca promieniowania ze zrodta
Cd-109 w typowej sproszkowanej probce wegla. Rys. 6b przedstawia przebieg widma po
wygtadzeniu metoda funkcji sklejanych przy roznych odlegtosciach pomiedzy weztami w
roznych obszarach widma. To samo widmo wygtadzone metoda transformacji Fouriera
pokazano na rys. 7a i 7c. rys. 7b pokazuje transformate fourierowska widma do dziedziny
czgstotliwosct. Okno (w) wynosi w tym przypadku 20, czyli sygnat od 21 do 179 kanatu z



rys. 7c zostal wycigty i widmo wygtadzone jest transformata odwrotng tak wycietego
przebiegu.

Wygtadzone widma majg ciagle pochodne. Na rys. 8 przedstawiono przebieg widma
niewygtadzonego oraz jego pierwszej 1 drugiej pochodnej, a takze przebiegi widm
wygtadzonych oboma metodami i ich pochodnych. Z przedstawionych przebiegow widaé
wyraznie, ze w pochodnych niewygtadzonego przebiegu dominuja szumy. Druga pochodna
przebiegu wygtadzonego za pomoca funkgji sklejanych ma charakter liniowy, co wynika ze
wzoru (3).

Wplyw wygtadzania widma na parametry wyznaczonego wielowymiarowego modelu
procedury wzorcowania pokazano na rys. 9. Stosujac wygtadzanie mozna o okoto 50%
zmniejszy¢ sredniokwadratowy btad kroswalidacji modelu wzorcowania metoda czgsciowej
sumy najmniejszych kwadratéw (PLS) przy oznaczaniu siarki w weglu metoda fluorescencji
rentgenowskiej. Wszystkie obliczenia przeprowadzono przy wykorzystaniu pakietu
programowego MATLAB. Opracowano trzy programy pozwalajace oblicza¢ optymalny
odstep pomiedzy weztami, czy optymalne okno w przypadku wygtadzania fourierowskiego.

6. WNIOSKI

Zarowno metoda funkcji sklejanych, jak 1 transformacji Fouriera moga by¢ stosowane
do wygtadzania widm promieniowania X z licznikéw proporcjonalnych. Wydaje sia, ze
dobrym kryterium optymalnego doboru parametréw wygtadzania jest maksymalizacja
wartodci informatycznej entropii. Dobor optymalnych parametréw wygtadzania powinien
by¢ przeprowadzony dla kazdego przebiegu oddzielnie, a w przypadku zblizonego ich
ksztattu dla danej grupy czy serii widm. Wygtadzone widma sa ciagte 1 majg ciagte pierwsza
1 druga pochodna.

Przeprowadzone wstgpne badania wplywu wygladzania danych na parametry
wielowymiarowych modeli procedur wzorcowania pokazaty ze w niektorych przypadkach
mozna uzyskac znaczaca poprawe sredniokwadratowego bledu kroswalidacji. Jednakze nie
jest jasne, dlaczego taka poprawa nastepuje tylko w niektorych przypadkach i jakie czynniki
maja na to wptyw. Wymagac to bedzie dalszych badan, czemu sprzyja¢ bedzie fakt istnienia
oprogramowania pozwalajacego na wyznaczenie wygladzonych przebiegdéw oraz dobor
optymalnych parametrow wygtadzania. Mozna rowniez przypuszczac, ze opisana metodyka
wygladzania bedzie mogta znalez¢ zastosowanie rowniez w innych aplikacjach, poza
niskorozdzielcza spektrometrig promieniowania X.
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Rys. 1. Generowanie widma ,sztucznego": a - widmo zelaza wygladzone z dodang sktadows
statg (y), b - widmo szumow (s), ¢ - widmo .sztuczne” (yy).
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Rys. 2. Przebieg parametréw wygladzania dla metody funkcjy skiejanych w zaleznosci od
odlegtosci pomiedzy weztami Aw: a - sredniokwadratowy biad dopasowania MSE, b -
wspotczynnik gladkosci g, ¢ - entropia informacyjna H, d - bfad dopasowania do przebiegu

idealnego MSE(J).
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Rys. 5. Wykres widma wygladzonego metoda transformacji Fourera (linia ciagia) dla
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Rys. 6. Widmo promieniowania X wzbudzonego w probce wegla zrodtem Cd-109: a - przed
wygtadzeniem, b - po wygtadzeniu metoda funkcji sklejanych.

19



4000 T T T T T T T T T
$.2000 1
0 .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nr. kanalu k
4
x 10
10 T b 1 1 T i T T 1 I
g5
>
O L 1 1 1 1 1L 1 l
0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nr. kanaiu k
4000 < ; . ' : r - : .
22000+ )
o | ] L I t ! ! 1 .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

nr. kanailu k

Rys. 7. Widmo z rys. 6 wvgtadzone za pomoca trinstformacjt Fouriera: a - widmo przed
wygladzentem, b - transtormata do dziedziny czestoruwosci, ¢ - po wygtadzeniu. Szerokosc
okna w wyniosta 20, czyli sygnat yp(w) w kanatach 21 do 179 zostat wycigty.
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Rys. 8. Wplyw wygtadzania na przebieg pochodnych widma: a, b, ¢ - widmo niewygtadzone
oraz jego pierwsza 1 druga pochodna; d, e, f - widmo wygladzone za pomoca funkcj
sklejanych oraz jego pierwsza 1 druga pochodna; g, h, 1 - widmo wygladzone za pomoca
trantormacji Fouriera oraz jego pierwsza i druga pochodna.
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Rys. 9. Wptyw wvgladzania widma na przebieg zuieznosci sredmokwadratowego biedu
kroswalidacji dla modelu procedurv wzorcowania siarki w weglu wyznaczonego metoda
czesciowe] sumy najmniejszvch kwadratow (PLS): a - wygladzanie za pomoca funkcp
sklejanych, b - wygtadzanie za pomoca transtormacji Fourtera.
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