
XJ9700256

Illllll 1

ш
i n • ••—

Illlll

SSI
инк

• i

!

т. ._•

11... i
——«a

СООБЩЕНИЯ
ОБЪЕДИНЕННОГО

ИНСТИТУТА
ЯДЕРНЫХ

ИССЛЕДОВАНИЙ

Дубна

Р2-97-134

Д.В.Парамонов*, Н.Н.Черникова*, Н.С.Шавохина

ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ •
ДИРАКА — ФОКА — ИВАНЕНКО
В МЦРЕ ЛОБАЧЕВСКОГО
К СПЕЦИАЛЬНОМУ ВИДУ

•Московский государственный университет

2 9 - 10 .

1997



Теория спинорного поля в общем случае четырёхмерного риманова
мира изложена в обзоре [13. Если в мире выбраны какие-либо
ортогональные координаты £, т), С, т и, следовательно, его метрика
d s

2
 записана в виде

r~l ry t—\

= h' d e + lio d (1)

то в базисе Ламе

f° = h
0
 d t, f

1
 = П

1
 el i, f

2
 = f

3
 = h

3
 d (2)

уравнение Лирака-Фока-Иваненко для спинорного поля ф записывается в

следующем виде (см. И , с. 1481]):

з
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Q
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1
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Эти матрицы выбраны в соответствии с книгой С2, с. 1953 Э.Картана,

кто "является творцом общей теории спиноров, основы которой он

опубликовал в 1913 г. в своем классическом исследовании по теории

представлений простых групп С33." (Цитировано по предисловию к

русскому переводу книги [23, написанному казанским геометром

П.Широковым, рекомендовавшим книгу [23 не только начинающим

математикам, но и физикам-теоретикам, желающим углубить свои знания

в области теории спиноров).
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Частным случаем риманова мира является мир Лобачевского с

метрикой

d s
2
 = d l* - с" d X

е
- (5)

Здесь d I
2
- метрика Лобачевского, с - скорость света, t - время.

Например, в сферических координатах

d I
2
 = d р

2
 + г

2
 d 8

2
 + г

2
 sin

2
 e d Ф

2
 , (6)

где

г = к sh -£- , (7)

к - константа Лобачевского. Выбирая базис Ламе

f° = с d t, f
1
 = d p, f

2
 = r d 9, f

3
 = r sin 9 d <p, (8)

запишем уравнение Дирака-Фока-Иваненко для спинорного поля ф в

в пространстве Лобачевского в следующем виде:

(9)

Приведём это уравнение к специальному виду, подобному тому,

который установил Дирак в 1935 году [4]. В работе [5] на примере

сферического мира де Ситтера разработана процедура такого

приведения. Она сводится к переходу от базиса f к базису dx.

Следуя этой процедуре, положим

х = R sh -£- sin 9 cos ф , z = R sh -j~ cos 9 ,

(10)

у = R sh -j~ sin 9 sin <p , u = R ch £

Так как

dx
2
 + dy

2
 + dz

2
 - du

2
 = (-|-)

2
 dl

2
 - dR

2
 , (11)

то в четырёхмерном псевдоевклидовом пространстве с декартовыми

координатами



x
1
 = x, x

2
 = у, х

3
 = s, x

4
 = u (12)

внутренняя геометрия трёхмерной поверхности, задаваемой уравнениями
(10) при R = к , совпадает с геометрией Лобачевского.

Наряду с дифференциальными формами (8) введём форму f
4
 = d R.

Согласно (11) на поверхности R = к

л . d x
a
 d x

b
 = n . f

a
 f

b
 . (13)

ab ab

Здесь по индексам а и ь подразумевается суммирование от 1 до 4.
Числа т)

а Ь
 равны 0, если a f ъ , т)

п
 = л,

о
 = т)

33
 = !, п

4 4
 = - 1. Они

составляют метрический тензор четырёхмерного псевдоевклидова
пространства в базисе dx. Ввиду равенства (13) переход от базиса f
к базису dx достигается преобразованием Лоренца вида

f
a
 = L* d x

b
.

Дифференцируя функции (10), мы можем конструктивно получить
обратное преобразование

d x
a
 = L* f

b
.

Взаимообратные матрицы L и L связаны условием ортогональности

\* Ч - v L
: • <

14>

Далее удобно ввести матрицы

Н
1
 = Н

1
, Н

2
 = Н

2
, Н

3
 - Н

3
, Н

4
 = - i К , Н

4
 = t К . ( 15)

Они удовлетворяют следующим соотношениям:

a b b a ab

К тому же,

H Н° + Н° Н. = О, Н° Н° -- - 1. ( 18)



Можно подобрать такую матрицу S, что будут выполняться равенства

S H
a
 S "

1
 = L

a
 H

b
 , S~

1
 Н

а
 S = L

a
 H

b
 ,

S~
1
 H S = L

b
 Н

ь
 . S H S"

1
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b
 H .

a a b a a b

( 19)

Если обозначить

dX = Н
а
 d x

a
 , F = Н

а
 f

a
 , (20)

то получится, что

dX = S F S~
1
, F = S"

1
 dX S. (21)

Спинор ф при переходе от базиса f к базису dx преобразуется
подстановкой

2 = S ф , (22)

так что

dX 2 = S F Ф . (23)

Дифференцируя (10), получаем преобразование d x
a
 = L

a
 f

b
 :

d x = ch -|r sine cosy f
1
 + cosQ совф f

2
 - sincp f

3
 + -£- f4 ,

d у = ch-Q- sine sirm f1
 + cose siny f

2
 + СОЙФ f

3
 + -|- f

4
 ,

(24)
d 2 = c / i | cose f

1
 - sine f

2
 + -|~ f

4
 ,

r.1 U r.4

Отсюда находим

L
a
 = x

a
 , (25)

а значит, в соответствии с последней из формул (19), получаем

k S H
4
 S~

1
 = X , (26)



где
X = Н х а ,

с!

(27)

то есть, в развёрнутом виде,

S(-iK)S Ф H
2
sirwp) H

3
cos9] -- (28)

В данном случае матрица
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*i 4 ч
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(29)

nt t\t ru ru

разлагается в произведение L = L
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3
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4
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-1
Соответственно и матрицы S и S разлагаются в произведения

s = s, s2 s3 s4
- s4 s3 s2 s1

(31)

где

;., = cos-f- + н2 н1 ^ 1 = cos-%- + H1

L = cos^r + H. H_ sin^r ,
d Cm I J Cm,

H 4 H 3

SI1 = cos4- + IL H4 s i n 44- ,

H3 H4

(32)

- H 3) (H 2 - H3) "1
(H 2 - H3) (H 1 - H 3)



Составляем следующую таблицу:
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H
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H
2
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H
4
 .

H
2
,

H
3
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H
1
 ,

H
4
 .

H
3
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+ H
3
 cose,

(33)

С помощью этой таблицы находим следующее представление

преобразования (24):

H
1
 S

S"
1
 H

2
 S

H
3 s

S"
1
 H

4
 S

ch-$~ sine совф H
1
 + cose cosy H

2
 - sim H

3
 + -|-H

4
,

c/i-̂ - sine sirup H
1
 + cose sim H

2
 + cosy H

3
 + -f-H

4
,

c?i4- cose H1 - sine H2 + -f-н4,
(34)

H
U
 H

4

н

ч 1

Умножив последние равенства слева на S и справа на S , из

получающейся в результате этого системы линейных уравнений найдём

S Н
1
 S~

1
 = [(Н

1
 cos Ф + Н

2
 sin ф) sine + Н

3
 cosS] ch-fc - Н

S Н
2
 S"

1
 = (Н

1
 cos Ф + Н

2
 sin ф) cos e - Н

3
 sin 9,

Н
3 п-1 _

= - Н
1
 sin Ф + Н

2
 cos ф, (35)

S Н
4
 S"'

1 X



Теперь введём следующие три оператора - три векторных поля в

пространстве Лобачевского:

д 1
г s

С помощью таблицы (33) нетрудно доказать, что

е, S - е,

S'
1
 е„ S --= е, +

S~
1

l
1
 H

4
 ,

н
о
 tr г ^ Н

2
 Н

1
 cth-%-

Хг Н„ Н
1
 cth °

2 г

(37)

а значит,

I, n о
v=i г

3H

(38)

Умножая это равенство справа на ф и учитывая подстановку (22),

получаем

r
н н3

( 3 9 )

3 м с
-тут: П о

Подставляя это равенство в уравнение ДФИ (9), полученный результат

умножая слева на k S,H затем учитывая (26), преобразуем (9) к виду

f°Н

где

k S H v S " 1 (И+ S = 0 , (40)

(41)

Чтобы подсчитать входящую в (40) сумму £ , наряду с векторными
полями (36) введём векторные поля д/дх

а
 , взятые при R = к, и поле

е
4
 = d/dR = к"

1
 х

ь
 д/дх

ъ
 . (42)

Так как Lf е. = д/дх
ъ
 и k S H

4
 S'

1
S'

1
 = - х Н

а
 (см. (35)). то



з

Е к S H
1
' S~

1
 e = К S H

a
 S~

1
 e - к S H

4
 S""

1
 e. = H

a
 m , (43)

где

m
1
 = к д/дх + х д/дК, m

2
 = к д/ду + у д/dR, m

3
 = к д/dz + z d/dR,

m
4
 = к д/ди - и д/dR (44)

суть генераторы конформных преобразований (иначе - конформные поля
Киллинга) пространства Лобачевского. В результате преобразуем
уравнение (40) к следующему специальному виду:

Н°-|- Щ- + Н
а
 m

a
 S + (Ю + -§-) -̂- 2 = 0 . (45),0 к дЕ ,

 ц
а

К этому добавим, что согласно (35) в сферических координатах

т. = ch -£- sin в cos Ф k e. + cos 8 cos Ф k e
n
 - sin ф к е„ ,

m
o
 = с?г -Я- sin 8 sin Ф k e, + cos 8 sin ф k e_ + cos ф к е„ , (46)

m
o
 = с/т. -й- cos 6 k e - sin 8 k e

o
 , 1 = - sfi 4 k e, .
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