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12. 格子GLモデルのモンテカルロシミュレーションによる渦糸状態の相転

移の研究

Monte Carlo study of Flux Lattice Melting Phase Transition using 

Lattice GL Model 

厘電板倉充洋

匿E日本原子力研究所計算科学技術推進センター

高磁場における磁束格子融解相転移は平均場近似だと二次転移になる

が、 Brezinet.αl.による繰り込み群の解析1では、空間的揺らぎを考慮す

ると一次転移になるという結論が得られる。本研究の目的は数値的にこ

のシナリオを検証することである。

繰り込み群の解析では磁場中の超伝導体の自由エネルギーとして以下

の Ginzburg-Landau(GL)モデ、ノレを用いる o

H = J dxdydz (κ1 ("¥7 +は)φ12+α|φ12+β|φ14) (1) 

ただし高磁場であると仮定し、磁場の揺らぎは無視しである。 A は

"¥7 x A = (O，O，B)を満たすべクトノレポテンシャルである。式 1の二次ま
での項を対角化すると以下のようになる。

H2=乞(Ei+α+将)1φkz.i，j 12 (2) 
k. .i，j 

ただし kz，i，jはそれぞれ z方向の波数、ランダウレベルのインデックス
および縮退のインデックスである。 Eiの間隔は磁場に比例するので高磁

場では最低ランダウレベル (LLL)成分のみを考えるという近似が正当化

される。このとき式 1は以下のようになる。

r _ ).向、

H = I dxdydz (κ|θzφ1 + (α+ Eo)1φ12+β|φ14) (3) 

ここでφはφの LLL成分のみをとったものである。第一項の z方向の揺
らぎを無視する平均場近似では、 α+Eo=0で二次相転移が起こり、ふの
零点が三角格子を組むAbrikosov状態になる20

以下では直観的に分かりやすく、また数値計算との相性の良いプロッ

クスピン変換による実空間繰り込みの枠組に基づいて揺らぎの効果を考

える。空間をz方向に離散化して考えると、式3は以下のようになる。

H=乞κ|え-SJL112+αIBzl2+βん(え) (4) 

ここでえ =(S，ゅ SZ.l，.・・)は z番めのXY平面にある j番めの LLL成分
の係数を j成分に持つベクトノレである。またん(え)は Sz，jの四次の多項

式である。

LLLの数を NLとすると、式4は一次元 2NL成分古典スピン系と見る

ことが出来る。各スピンはんのために 2NL次元空間の特定の方向を向き

やすい異方性をもち、この方向が Abrikosov状態に対応する。
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ここで実空間繰り込みを考える。具体的には、 z方向に b個のスピン

をまとめて平均したブロックスヒ。ンえ'を導入する。このブロックスピン

の確率分布も、式4と同じ形で係数が違う以下の有効ハミルトニアンで記

述されると仮定する。

H'=玄1'¥;'1え'-sJLJ|2+α'1B'z'12+ s'ん(え') (5) 

三つの係数κ'，d，Fはスピンのスケーリング S→αSによる任意性が
あるので独立なものは 2つである。ここではこのような変換に対して不

変なえ=ピ/a'とs=グ/(α')2を独立なパラメータとして採用する。それ
ぞれは「温度Jと「非線形性Jとしづ物理的な意味を持つ。

一般論として、 Oでない共通の平均値を持つ変数を足していくと、そ

の分散は平均値に対して小さくなってし、く。逆に相関のない変数を足し

ていくと分散に比べて平均値は小さくなってし、く。すなわち転移点より

低温ではプロックスピン変換により有効温度はより低くなり、転移点よ

り高温では有効温度はより高くなっていく。

非線形性は、モデ、ノレにより Oに収束したり(四次元)、発散したり(一

次転移)有限値に収束したり(三次元の二次転移)する。これを図示す

ると以下のようになる。

O ∞ O K 
K 

∞ O K (l) 

図1:繰り込みの流れ:(a)Oに収束 (b)発散 (c)有限に収束

E展開による解析では、モデル3を一般化して D次元 2NL成分スピン

系にし、 D= 4(元の系は6次元)からの展開を行なう。これによると繰

り込みの流れは (b)の発散するケースになるという結果が得られている。

数値的にこれを検証するには、実際にブロックスピンの統計量からえ

とFを見積り、繰り込みの流れを調べればよい。ただそのような係数を見
積もるより、それに共役な量を測定する方がはるかに計算が楽なので、実

際は以下のような量を測定する。

BL =< IS~14 > / < IS~12 >2 

KL =< s~(z) ・ S~(z + 1) > / < 1名12> 

(6) 

(7) 

ただしSLはLD個のスピンを足したブロックスピンである。 BLは相転

移のモンテカルロシミュレーションで広く用いられている Binderパラ

A品
寸
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メータであり、またモデル 3の場合特に Abrikosovratioと呼ばれる。両

温極限では BL=2，また低温極限では BL同 1.18となる。 KLは隣接する
プロックスピン同士の相関係数である。実際の数値計算ではサイズLの

系を計算して、 BLとKLI2を計算することになる。

図2の(a)，(b)，( c)のそれぞれの場合の対応する BL，KLの流れを図示す

ると以下のようになる。高温の極限はBL=Bg酔aus酌 KL=0となる。 Bgauss

はガウス分布の場合の値である。低温の極限では BL= Bmin，KL = 1と
なる。 Bminl土BLのとりうる最小値である。
(a)の非綿形性がないガウス型固定点が安定な場合には、転移点でBL
はゆが確率分布 exp(-14>14)に従う場合の値B4に収束し、 KLは 1に収束
する。

(b)の一次転移の場合、転移点の定義として「秩序相と無秩序相がそ

れぞれ確率pと1-pで出現する温度Jと定義すると、 O<p<lであれ

ばどのような pをとってもサイズが無限大になる極限では良い定義にな

る。しかし BLとKLの値はpによるので、転移点での値を定義すること

は出来ない。また KLは温度と共に単調に減少するが、 BLは転移点に下

から近付くと一旦無限大に飛んでから Bgaussになる。また |φ16などの高次

の項も無視できなくなり、 BLはιβ 以外の量にも依存するので軌跡が交

差する。

(c)の場合は転移点での BLと KLの値はその相転移のユニパーサリ

ティーと系の形状から決まるある値に収束する。

(a) p....ー a / BCAUSS 
GAUSS 

¥ 

B
L 

見込

弘司
s.，n 

O KL 1 O K
L 1 O K

L 

図 2:BL，KLの流れ:(a)Oに収束 (b)発散 (c)有限に収束

以下では実際の数値計算の詳細について述べる。用いるモデルは式 1

を格子で離散化した以下のハミノレトニアン

1 

H=κ/2(Jz L I(科一科+z)12+Jxy乞|仇-exp(iAij)内12)+乞α|科12+β|科14
くり> r 

(8) 

である。 Jについては、 Huet.al.により一次転移が確認された3Jxy 
1， Jz = 1/10を用いた。系のサイズはx，y方向に Lx L = 32 x 32， z方向
にLz= 16，32，48を用いた。全ての方向に周期境界条件を採用し、ラン
ダウゲージ

Aij = (2πyB/L， 0，0) 
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を用い、 B= 1とした。 vortex/plaquette=1/32である。この場合各ラ

ンダウレベルの波動関数は

。Iん (x，y) = exp(2πixkx/ L)円(mod(ν+kx，L))， 0三x，y，kx三L-1(9) 
と表される。刊は LxL行列

r 2 cos(2πnB/L)， (n = m) 
Xn，m = < 1， (mod(n -m， L) =土1)
I 0 otherwise 

、‘l
/
n
U
 

噌
B
i
，，s
・‘、

のl番めに大きい固有値の固有ベクトルである。ただし mod(x，L)は整数
ZをLで割った余りである。 LLLに対応した F。はほぼガウシアンの形を

している。係数α，sは、確率分布exp(α|ゆ12一利引4)の元で<1ゆ12>= 1と
なる組をいくつか採用した。 XYモテ、ルはα=2s=∞の場合にあたる。
状態更新はメトロポリス法と有効場に対する鏡映反転をもちいて、物

理量の測定はLステップおきに行なった。連続する 2つの測定において

物理量の相関係数が 0.9を越える場合はさらに測定問のステップを倍に

していった。また各温度で始めの 1000測定を捨てて、 3000回の測定を

行なった。各測定においては、系の上半分及び下半分、そして系全体の

LLL 成分のブロックスピンを測定し、 BL• と KL./2を計算した。
以下に BL，KLを1/κに対してプロットしたものを示す。 XYモデルの
場合と、 α=2.23， s = 1.24という値について計算した。

..? 

... 
匂" 

1.5 
1.. 
1.， 

1.2 

" 02 。4 06 OB o 

LιL戸4=31682一-一#・←ー

u， 

図 3:BL，KLのプロット
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転移点でプロットが交差しているのが分かる。 XYモデ‘ルの方はまだ

低温の領域の計算を行なっていないので交差が見えない。また図には示

してないが、 Lz= 1の場合を計算すると、プロットが交差する温度より
も高い温度でBLが最小イ直近くまで小さくなる。高温側の比熱のピークは
この秩序の形成によるものと思われる。

このことから、転移点では各XY面で渦は既に格子を組んでいて、 Z

方向の相闘が出来ることによって相転移が起こると考えられる。これは

最近の Nonomura et. al.による entanglementによる me1tingという説4

とconsistentである。

BL，KLの流れ図を以下に示す。 α=2.23， s = 1.24の場合のみについ

1.3 

1.28ト

¥ 1.26十

~ 1.24ト ¥ 
1.22ト

¥ 
。7 。75 0.6 0.85 0.9 0.9! 

K， 

図 4:BL，KLの流れ図

てプロットしである。 XYモデルの場合もほぼ同じ場所になり、どちらが

どちら側にあるかは判別出来なかった。流れの向きを判別するにはさら

にサイズを大きくした計算が必要であると思われる。

今後の課題として、サイズを大きくすることが第ーであるが、さらに

低磁場の場合や柱状欠損のある場合に繰り込みの流れがどうなるかといっ

た問題も興味のあるテーマである。
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