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CEA-R~3711 - DUTFOUR Jeanne-Marie

CALCUL DES VALEURS PROPRES )\ c) DE L'EQUATION
SPHEROIDALE

Sommaire, ~ L'objet de ce rapport est de rechercher avec
une trés bonne approximation, une valeur propre )\mn(c) de
Véquation différentielle sphéroldale :

2
22 du]+[)\-c222- mz]u=0
l ~z

obtenue par séparation des 3 variables de l'équation des
ondes !

d
a7 L -

azu + kzu =0

en coordonnées des ellipsofdes de révolution allongés ou
aplatis,

e

CEA-R-3711 - DUFOQUR Jeanne-Marie

CALCULATION OF PROPER VALUES ) ,nic) OF THE
SPHEROIDAL EQUATION

Summary. - The aim of this report is to find, with a fair
accuracy, a proper value imn(c) for the spheroidal differen-
tial equation

d 2, d 2 2 2

-2 I+ 2 - —F5lu=0

dz 2

1 -z
obtained by the separation of the three variables of the wave
equation :
b.zu + kzu =0

with rotational elongated or flattened ellipsoidal coordinates,

.




Le programme ctabli calcule \pn(c) quel que soil le
jeu {mnc} choisi dans lc cdomaine 0 < Im| € 10 entier ;
|m} € n £ 20, n entier ; 0 g tel.g 30 ; alors que les études
précédentes portaient sur un domaine plus restreint, La
fonction a résoudre par la méthode d'approximation du type
NEWTON-RAPHSON et la valeur initiale, sont choisies de
fagon a converger vers la solution désiree,

1969 43 .

Commissariat a 1'Energie Atomique ~ France

The program drawn up calculates Ap,(c) for any va-
lues of (mne) chosen in the zones 0 € |m | < 10, a whole
number ; {m}| € n € 20, n a whole number ; 0 < lc 1< 30 ;
previous work has covered a smaller field of values. The
function to be solved by the approximation method of the.
NEWTON-RAPHSON type, and the initial value, are chosen
so as to converge towards the required solution.

1969 : 43 p,
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A parlir de 19G8, les rapports CEA sont classes selon les categories gui figurent dans le plan de classi-

fication ci-dessous et peuvent étre obtenus soil en collections complétes, soit en collections partielles
d'aprés ces catégories.

Ceux de nos correspondants qui regoivent systématiguement nos rapports a titre d'échange, et qui

sont intéressés par cette diifusion seélective, sont priés de se reporter & la lettre circulaire CENS/DOC/67/4690
du 20 décembre 1967 que nous leur avons adressée, et qui précise les conditions de diffusion.

A cette occasion nous rappelons que les rapports CEA sont également vendus au numéro par la Direction
de la Documentation Frangaise, 31, quai Voltaire, Paris 7",
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PLAN DE CLASSIFICATION

APPLICATIONS INDUSTRIELLES DES
ISCTOPES ET DES RAYONNEMENTS

BIOLOGIE ET MEDECINE

Biologie générale

Indicateurs nucléaires en biologie
Médecine du travail
Radiobiologie et Radioagronomie

Utilisation des techniques nucléaires en
médecine

CHIMIE

Chimie générale
Chimie analytique
Procédés de séparation
Radiochimie

ETUDES DU DOMAINE DE L'ESPACE

GEOPHYSIQUE, GEOLOGIE,
MINERALOGIE ET METEOROLOGIE

METAUX, CERAMIQUES
ET AUTRES MATERIAUX

Fabrication, propriétés et structure des
matériaux

Effets des rayonnements sur les matériaux
Carrosion

NEUTRONIQUE, PHYSIQUE ET
TECHNOLOGIE DES REACTEURS

Neutronique et physique des réacteurs

. 2 Refroidissement, protection, controle et

sécurité
Matériaux de structure et éléments
classiques des réacteurs

®

PEOO® ©®
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10.

10. 1
10. 2
10. 3

11,

13. 1

13. 2

14.

PHYSIQUE

Accélérateurs

Electricité, électronique, détection des
rayonnements
Physique des plasmas

Physique des états condensés de la matiére
Physique corpusculaire a haute énergie
Physique nucléaire

Electronique quantique, lasers

PHYSIQUE THEORIQUE
ET MATHEMATIQUES

PROTECTION ET CONTROLE DES
RAYONNEMENTS., TRAITEMENT DES
EFFLUENTS

Protection sanitaire
Controle des rayonnements
Traitement des effluents

SEPARATION DES ISOTQPES

TECHNIQUES

Mécanique des fluides - Techniques du
vide

Techniques des températures extrémes
Mécanique et outillage

UTILISATION ET DEVELOPPEMENT
DE L'ENERGIE ATOMIQUE

Centres d'études nucléaires, laboratoires
et usines

Divers {documentation, administration,
législation, etc...)

ETUDES ECONOMIQUES ET PROGRAMMES

Les rapports du COMMISSARIAT A L'ENERGIE ATOMIQUE sont, & partir du n* 2200, en vente a la
Documentation Frangaise, Secrétariat Général du Gouvernement, Direction de fa Documentation, 31, qual
Voltaira, PARIS VI,

The C.E.A. reparis starting with n* 2200 are available at the Documentation Frangaise, Secrétariat
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CALCUL DES YALEURS PROPRES kmn (c) DE L'EQUATION SPHEROIDALE

INTRODUCTION

Par séparation des 3 variables de 1'équation des ondes A u + k2 u = 0, en coordonnées
des ellipsoldes de révolution allongés ou aplatis, on obtient 1'équation différentielle sphéroidale :

2
g El-zz) —dﬂ—']+ E-czzz - ——rn——é-—ju:[)
dz dz

l1-2=

du type de STURM-LIOUVILLE ol XA, m et c sont des constantes,
I'lle admet des solutions uniformes et finies aux p8les z = + 1 du systéme sphéroidal,
pour une suite discréte, illimitée de valeurs propres kmn (c}), n étant le rang d'une valeur

propre, tel que :

<| XA

l lmm(c) A (e} | <....

<
m, n+l

m, m+1 (c)

< s < | X ()
mn

L'objet de ce mémoire est de calculer avec une trés bonne approximation, une valeur

propre hmn {c), quel que soit le jeu {m, n, c) choisi dans le domaine :

0 g Imlg 10 m entier
{1} Imlg n g 20 n entier
0glelg 30

Des é&tudes ont été faites pour calculer lmn (¢} mais dans des domaines plus restreints
[1] et bien souvent par continuité [4 ] sur ¢, partant du fait que lorsque ¢ = 0, 1'équation

sphérolfdale se réduit & 1'équation de LEGENDRE associée :

2
d 2, du m .
ol K E el R

qui admet pour valeurs propres lmn (e} =n({n+1) n > m,

-r

Le programme que nous avons établi, permet aisément de dresser des tables dans
tout ce domaine, mais est surtout intéressant sous forme de sous-programme pour la résolu-

tion de problémes physiques lorsque les paramétres varient,



I - EQUATION SPHEROIDALE

1° - Séparation des variables de 1'équation dfonde scalaire dans les systémes de

coordonnées sphéroldales

Dans un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales (u, 8, ¢}, 1'équation d'onde

scalaire :

(v2+K%) ¥ (u, 8, @)= O
avec :
U (u, 8, ) =U(u) g {e) & (o)
stécrit : (eu, e., ecp étant les unités de longueur locale, telles que :

9
2
d52=dx2+dy2+dzz=ei du2+e2d62+efp d e

8
2 2 2
2 _ B x 3y 3z
eu (a ) (au) + ( u) F I B IR N R N R B ) )
1 e [} 1t
_1_2 u + i U d ( 8 ) + ; @
e U euee ecp U au eu ee 8
e e .
+ 1 | o ( u @ )+ 1 § + 1
e e_e @ 9 8 e e2 $ e €
& o 8 P g o
' 3 “u e 2
7 3 ( < ) +k
@ 4o

Les systémes de coordonnées sphérofdales :' ellipsoldes de révolution allongés ou
aplatis, sont formés par la rotation d'un systéme de coordeonnées elliptiques & 2 dimensions
consistant en ellipses et hyperboles confocales, autour du grand ou du petit axe des ellipses,

On a 1'habitude de noter Oz, 1'axe de révolution et d la distance focale,

— A — T o T " T P b

Les coordonnées sont reliéeg
aux coordonnées cartésiennes par

la transformation :

d .
3 sing shu cos ¢

]
u

(Z)y

sin 6 shu sin ¢

bo |

d
z = 3 cos 6 chu

Cn note

T = cos 8

E = chu

et
dans le domaine :
g gp<c2r
-l gng 1

l ¢« £ < &

En utilisant la méthode habituelle de séparation des variables et en posant :

- kd
¢ 2
il vient :
1 - - n |
( n)(% 1) 2_4 B+ o2g _g_'ﬂ g2 4 (1-n2) s” _zn~—— 2 2]+£=
%

le dernier terme ne dépend que de ¢ et tous les autres sont indépendants de cette variable, il
doit donc étre constant, soit ;
§" 2 . .
a) 5 T -m m entier, pour invariance par rotation de §{¢), fonction

uniforme et périodique,



Par suite, en introduisant la constante de séparation X @

2
s)(l-nz)s”-zns“'[’*‘czﬂz - _.131___2_]5=0
1-n

Fonctions angulaires ,

2
v) (EZ-I)R"+2 2 R'+ |:-)L+c2 gz- m ]R=0

Fonctions radiales,

Coordonnées cartésiennesg :

X = % sin 8 chu cos o
(3Ky = g— sin & chu sin ¢
_d
z = > cos 8 shu
‘:i'.-':.-'.:'.f.a-.-::::.'.-..-.-.-.--'.-_-:L-‘.-l On notera :
) a.r " '
e o n=cos8
/ dqu. ey £ = ghu

/ et :

vim e o =¥ (n).R(E). & (o)

dans le domaine :

0Ogop< 2r
~-lg gl

0 < £ € o
In procédant comme précédemment, ona :

" 2
a) 5 C-m m entier

2
B) (1-n2)3”-2n‘f'+["+°2ﬂ2 - —— :l -
1-n
2

7)(§2+1)$?.“+2ga'+|:-1+c2 §2 + —m———] & =0
g2 +1

On remardgue que !

31’ m (€ n) = Sl, m - e

ﬂ-’m(C. §)=Rk

K m(" lcnlg)

3

En effet :
- on passe des coordonnées de 1'ellipsolde allongé (2) & celles de l'ellipsofde aplati (3)

en remplagant u par u +i Z , X, ¥, ¢ étant remplacés par ix, iy, iz,
ch{u+i —;—) = i shu correspondant a la transformation € ___ i€,

- on passe de l'équation sphéroldale & 1'égquation de BESSEL sphérique, en posantc g =t
puis faisant ¢ 0, Pour satisfaire ce comportement, on retiendra la transformation c en - ic
des 2 possibilités + ic.

Ainsi, S, R, ¥, .ﬂ sont solutions d'une mé&me équation, 1'équation sphéroidale :

9
NN N LA R PR —”3—~2—] u =0
dz dz 1-2

moyennant certaines restrictions sur le parameétre c et la variable z
c réel > 0 dans le cas ''allongé"

¢ imaginaire dans le cas ''aplati"

2° - Equation différentielle sphéroldale

a) Remarques_
a - Equation de STURM-LIOUVILLE
Elle posséde 2 singularités réguliéres en + 1
et 1 singularité irréguliére pour z = =
Les solutions sous forme de développementis en séries convergentes n'existent que
pour un ensemble infini de lmn’ valeurs propres, fonctions de c2.
B - Pour ¢ = 0{d = 0) systéme de coordonnéeg sphériques, 1'équation définit
les fonctions associées de LEGENDRE, )
1

(c, m)}finiesen n =+ 1

—————————————————————— mn [ p— ———— — e g— —
Elles sont sclutions de :
(1) _
(4) Ein(c)+x] S gl m=0
avec : 2
N (C)=d_ [(1_.”2) _d__] ~(c2 n2+ _m_z)
n dn dn 1-1



Remarque : Les fonctions associées de LEGENDRE de lére espéce, solutions de :

(5) [% (=0 +n(n+1) ] PT () =0

possédent le méme type de singularité en n = +1, et forment de plus un systéme complet pour

m fixé entier n 3 lmI , liées par les relations de récurrence :

(2n+1)zP " (2)=(n+m) P (2)+(n-m+1) P, (2)
et :
2
2 m _ (n-m+1){n-m+2) m 2n(n+1)-2m"” -1 m
= Pola) = <o T (en+3) P g2 (2n- 1) (20 +3) P, ()
fn+m -1){n+m) m
* - 1 2o+ 1) Fig (2)

On cherche donc une solution de la forme :

&

(1) . + ,mn m
Smn (e, 1) Z dr (c) Pm-l-r tn)
r=0,1
notation de FLAMMER [1] :
«©
E " indique que la sommation sera faite seulement

- sur les valeurs paires de r si (n - m) est pair
- sur les valeurs impaires de r si {n - m) est impair
pour satisfaire :

S(1)

_.m
o (O, n)-Pn (n)

En reportant dans {4) et en tenant compte de (5), il vient :

[, (e=0)-c®n® +1] r);o’ dp (o) PR, () =0

&
s z2 2 mn m
- + +r+1) - - =
E [-(m+r)(m+r+1)-c° n der (C)Pm-l-r(n) 0
r=0,1
Utilisant les relations de récurrence et égalant & zéro les coefficients d'un méme

Eﬂ_ {n), on obtient la relation de récurrence liant 3 coefficients dr;m (¢) consécutifs :

r(r-1) 2 ,mn 2
(2m+2r-3){2m+2r-1 ¢ dr'-2+ [(m+r)(m+r+1)-lmn(c)

(6)
2(m+r)(m+r+1)-2m2—l 2]dmn (2m+r+1){(2m +r +2) 2 mn

(2m+2r-1)(2m+2r+ 3)

(2m+2r+3)(2m+2r+5) ¢ dr+2 (c)

0

-7 -
mn - -
Pour r > 0, (on notera que d__1 (e)=0 pour r = 1
ou dmzn {e)=0 pour r = 0),

On peut la mettre sous la forme :

(7) dr+2+a(r)dr+b(r)dru2=0

avec :

)=(2m+2r+3)(2m+2r +5) |{mtr)m+r+l)-n 2(m+r)(m+r+1)-2m2_1]
alm) " Gmrr+) (2m+r +2) 2 (Zm+2r-1)(zm+2r+3) |

b (r) = ri{r-1)(Zm+2r+3)(2m+ 2r +5)
T Zm+2r-3)(2m+2r-1) (2m+r +1)(2m+ r+2)

¢) Relation de récurrence a 3 termes et fraction continue

D'apreés les résultats de la théorie asymptotique des équations aux différences linéaires
[77, on établit 1a convergence de la fraction continue correspondant & la relation de récurrence

a 3 termes précédente (4) du type :

+ =
Yoggtal®y +b(r)y ,=0
T'=2, 4, ------- :(zp)l vew ey
ou 3, By unnin (2p+1), suivant la parité de (n - m)
b(r) 7= 0
Quand r ~~o a (r) ~ t r'2 du type Ar® avec A = 42 ioa =2
c C
B =1. 8=
b(r) — 1 dutype Br avecB=1; B =0

AetB =0 a, B réels,
Une généralisation du théoréme de POINCARE, due 3 PERRON et KREUSER, permet

de déterminer la structure asymptotique des solutions 4 1'aide du diagramme de NEWTON-
PUISEUX, formé par les points :

P_ (o, o), P (1, a), P,(2, B)

P, étant au-dessus de la droite joignant

P0 et Pz, ce diagramme est constitué par
la ligne brisée PoPIPZ .

Désignons par :

. 0 la pente de POP1 og=2=aqa
.'rlapentedePle T==-2=B-a




THEOREME (PERRON, KREUSER)

Si le point P, est au-dessus du segment de droite P P, (clestadire o > T A

1 o 2
1'équation aux différences a 2 solutions linéairement indépendantes Yoy et Y. o+ POUr
> ¥

lesquelles :

Y+ 2,1 o Yy & 2,2 B T

— = ~ - Ar ;g m— - AT quand p —w =
yr, 1 yr, 2
et la solution fr = yr 2 est une solution minimale,
¥y
(1im r.2 .
To® yr, 1

Par application de ce théoréme, la relation de récurrence admet 2 solutions linéaire-

ment indépendantes d et dr o pour lesquelles *

r,l
dr-*'.'i.',l - 4 I‘2 . dr+2,2 cz r-2
dr, 1 c2 d r,2 4
e S R W o S e S R N
solution dominante solution minimale a
1tinfini

Le probléme est donc de déterminer cette solution minimale pour que le développement

en série converge,

THEOREME DE PINCHERLE

La fraction continue :

converge si, et seulement gi, la relation de récurrence posséde une solution minimale dr’ avec
d oud, 3= 0,
o] 1 7’

De plus, en cas de convergence, ona

d b, b ., 2, 4, 6, ..... (2p)......
dr-2 o ar- ar+2‘ ..... T 3-' 51 7: ----- (2p+1 )--'-

suivant 1a parité (n - m)
Nous pouvons donc exprimer la relation (6) sous forme de fractions continues
convergentes,

Posons :

N = {(2m+r){2m+r-1) 2 r
r (2m+2r-1)(2m+2r+1) © d__,

avec ;

Y

En divisant (6) par dr;m {c), on peut la mettre sous la forme

5m
m m r
+ - + =
N 1o 7, Mn (c) o 0
T

2 {m+r){m+r+l)-2 m2 ~ 1 c2
(Zm+2r-1)(2m+2r+3)

7;“= (m+ r)(m+r+1) +

Oou encore

avec :

et :

m _ r{r-1){2m+7r)(2m+r-1) c4
B (2m+2r -1)4 (2m+2r-3)(2m+2r +1)
m
N = °r
m .m
M re - Npgg
g ™
m _ m r - . . .
Nr+2 SA-v. - T U1 () fraction continue finie,
N
r
m _ m m_ m_
No " 7% ~r*pn %9 Ng =7y -d
m
m Sr+2
N = =U, (1) fraction continue infinie convergente,
r+2 A - m _Nm 2 m
Tr+z ™ r+g (lim N =0)
r+2

r—«

U, (A) = U, {A) en égalant les 2 rapports,

La valeur pyropre )Lmn (cz) cherchée est done la n1éme des solutions rangées dans

l'ordre de modules croissants, de 1'équation transcendante en A :

(10)

pour m

Fr(k)=U2(l) -U1(1)= 0

entier Tixé et ¢ donné dans le domaine (1).
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II - RESCLUTION DE L'EQUATION Fr (A\})=0

Diverses méthodes ont été essayées, qui se sont montrées ou peu convergentes ou
divergentes et mal adaptées au ¢ complexe,

- approximations successives sur les fractions continues

- parties proportionnelles ou Méthode de NEWTON modifiée

- méthode de partition (sur 1'équation séculaire en i)

1° - Méthode de NEWTON-RA PHSON

La méthode retenue, applicable a tous les types d'équations dont les coefficients

intervenant dans le développement de la fonction caractéristique sont liés par une relation de
récurrence a 3 termes (équation de MATHIEU [ 6], équation sphéroidale d'ordre zéro[5]) est
une méthode de NEWTON-RAPHSON qui aboutit & une formule d'itération du second ordre :

(1)

(i+1) _ (i) Fr“‘mn
M mn " Amn T {i)
F'o(x ")
r ‘“mn

k(l) étant le i1éme approximant de la valeur exacte X _{c}cherchée,
mn mn

t = t - '
CalculonsFr(K) U2(l) U1 (x)

D'aprés (9) et (8) :

m m ,2 m
Ut (A) = CiNr+2 =_(Nr+2) (1 - dNr+4 )
2 dx m di
Br+2
m .2 m 2 m 2 m 2
- (Nr+2) (1+ (Nr+4) + (Nr+4 (Nr+6) + )

m m oy M e
Br+2 Br+r-1t ar+4 Br+6

R ﬂ‘g'

- 11 -
dN™ g™ dN
r+2 _ r by
U'I(K)=——-1+ m.2
d (N} dx
r
m m
g 8 B
r r r-2
Tl m,2 * m,2 m 2 HEERRETER
(N7 LN )
(1) (i)
U, (A -U, (A7)
i i 2 1
an alrD = @y
m m .m m 2 m m 2
. 8. . B. BL_» . +(Nr+2) +(Nr+2)( r+4)
m 2 2. m 2 * m m m
(Nr) (Nf;‘) (Nr-Z) Br+2 Br‘+2 Br‘+4
L2
Dénominateur toujours positif, > 1,
2° . Premigre approximation k(l) {c)
- PP mn
a) ¢ petit
Ecriveons (10) sous la forme :
m m m m
m sr Br-2 Br+2 Br+4
{12} A=y + ... Fo———— T i a i e
r m m \ - mo m
A R S Tr+2 Tr+q

Si ¢ = 0, nous savons que kmn (o) = n{(n + 1) et que le seul terme du développement

m
est d P pourr=n-m,
n-m n

S5i ¢ est petit, on fait un développement de kmn {(c) en puissance de ¢

2k
A (e) = Z ﬂmn c
mn k 2k

En développant les fractions continues en élevant chaque dénominateur partiel jusqu'au

numérateur associé par un développement bin6mial, on obtient

y = nn+1)
(8]

Emn= 1 ) (2m-1)(2m +1)
2 2 " (2n-1){2n+3)

g™ 1 P m/c* B om 2/t |
4 2 2n-1 ~ 2n+3 J

m_z-(n-2)(n- 1) —ﬂ2)+

El
.

B 4
Tn-m+2fc” _(n+2) (n+3)
(2n+ 3)2 n-m+2
24 )J

2
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D'autres termes ont été calculés que nous h'utiliserons pas, puisque le développement

diverge pour les grandes valeurs de c,

On notera que :

- le développement en géries de puissance, pour les valeurs propres dans le systéme
ellipsoidal aplati ’Lmn (~ic), est obtenu tout simplement en remplagant c:2 par - c2.

- ce développement reste valable pour des c relativement grands lorsque n croft
suffisamment par rapport & m,

b) cgrand

On cherche un développement de la solution en puissance de

a - cas ellipsoldal allongé

Le comportement asymptotique des fonctions "allongées' étudiées par MEIXNER [3 ],

[11] a conduit & la solution suivante :

m o
st (¢, n) = {1 -1'12) 2 Z

mn r=-.£

hf Dﬁ+r(v-2-.-c.n) L=n-m

avec : 2
r e 4 H_ (“\}(T) fonction de cylindre parabolique,

En reportant dans 1'équation différentielle, comme précédemment, on obtient une
formule de récurrence a 5 termes, La valeur approchée de ’Lmn (c) a été calculée par la
méthode d'identification (en utilisant, pour X et les coefficients, des développements en

. 1 .
puissance de " tronqués aux premiers termes),

2 2 2
2 g°+5 ql{g” +11 - 32 m®)
~ + - -
}Lmn(C) qc m 8 64 ¢
4
_5(q +26_0L2+21)-384m2 (q2+1)
1024 c2
5
[334q +1594 g° + 5621 g ) m® (37 q° + 167 q) m49:l 1
1282 128 8 c3

avec ¢q=2(nm-m)+1 =2 L +1
On notera que cette approximation est d'autant meilleure que m et n sont faibles
comparativement 4 c.
B - cas ellipscidal aplati

Pour les fonctions "aplaties', [ 31, [11], le comportement asymptotique fait

intervenir les polynémes associés de LAGUERRE :

. 2, = < —c(1- -
5 (-ie, n) ~(1-n%) 2 sz=:.\,A5mn {e cl-mlym Lae(1on) J0M
e-c(1+'r|)

Li,g [2e(1+m)]

- 13 -

oh Vv = % (n - m) si{n - m) pair
%(n -m - 1) si (n - m) impair
La relation de récurrence a 3 termes du type de POINCARE, exprimée sous forme

de fractions continues, permet d'obtenir le développement suivant :
-]

A (-ic)=-c2+2c(2v+m+1)-(m'+"1)+ Z BkC_k
mn —
2 2 k=1
QO-QI
B, " 4
2 2
g - oMM
2 16
=l. 2(.R?_1 B+_C.Qil._.) 2(§§_+B+Q§ )]
Bs ® 16 Q, P | 8 - Q, 4 1 8

avec :
Qq ~ (S +v) (S + v +m)

RS =25 (2v +m +1 +8)

On notera que, commeé V est le méme pour une valeur paire de (n - m} et la valeur
impaire suivante, quand c devient grand, les paires de valeurs propres successives se confon-
dent, Cette fusion intervient d'autant plus rapidement que m et n sont faibles, Néanmoins, pour

obtenir leurs valeurs exactes, on cherchera a les dissocier le plus loin possible,

ABRAMOWITZ a étudié¢ [ 12 } 2 développements asymptotiques des fonctions sphérof-

dales "allongées'',

o - m grand et c petit

o

2, m/2 ’
S_ (e, m)~(1-n") / PZ.E
- L+ 1

Nous obtencns pour les premiers termes :

c2 24+ 1) N
2(m+1) .......

a£+r H£+r(\}m+1 1'1) £=n—m

X (¢) ~(22+m)(m+1)+L(L-1)+

B -m grand et ¢ grand de sorte que reste fini
Smn(c.'f‘l)~(1-n) . e 2 r;ﬂ

£+

c
m+1

b,£+r Dﬂ+r (2k Vm +1 n)
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avecC o g

1+ —S—
[ (rn+1)2 ]

A (@~ moo 1 = 2l o Sy ahen) Yimen Bt (m+1)zf+1)

mn Jrn+n +e

W
[

3 (2£%+2 £ +1)(m+1)

4

+

L I R A L

(m +1)2 + v::2
Ce dernier développement reste encore valable lorsque ¢ est faible, Ces 2 derniéres
approximations ne sont valables également que si { reste faible devant m et c.

()()

- Choix de l'approxlmatlon initiale A

Les développements précédents donnent de trés honnes valeurs approchées dans
certains domaines toutefois mal définis, Leurs rayons de convergence sont actuellement peu
ou pas connus, du fait de l'influence des 3 paramétres m, n et c,

SCHAFKE [10] donne quelques résultats sur le développement de hmn(c) en puissance

de cz, pour c faible, II estime que !

Rn=0 2 6
Rn=1 2 10
Rn 2 4n-2 n=2,3, .........

Le rayon de convergence semble crofire avec n et pouvoir se mettre sous la forme :

Rm=an2+b +c+0(n‘1)
n n

avec pourm = 0: a =2,042, b =0,71, O<c< 1,5, a, b, c étant fonctions de m, a variant
peu pour m 7= 0,

Comme il nous était nécessaire de connaltre avec une trés grande précision, la valeur
)‘mn (c) pour un jeu {m, n, c) donné dans le domaine {1}, et que des approximations pour les
valeurs intermédiaires des parameatres nfont pas été trouvées, nous avons dli raccorder et
souvent étendre légérement les différents domaines ol les approximations précédentes étaient
certainement valables,

Pour cela, nous avons cherché & déterminer une ligne de coupure entre les 2 domaines
principaux, I cl grand et l C | petit, en nous basant gsur le comportement de chacun des déve-
loppements tronqués obtenus, et sur les résultats d'un calcul de lmn {c) par continuité sur cz,

(Sachant que pour ¢ = 0

2
L =n{n+l) et 9}—2)02= =4mn . 2 [1' ?2?11_1)1(2n+3):|
de

et

puis, par extrapolation, on calcule une valeur d'essai )‘mn {c} ).

Prolate
c?r0
— -
A
Oblate
CE2Lg
C pett

appro ximalions
/ _—— e C grond

lééuf exa:/e aé'ns /o Zore /'a/ermeaf'aflz'

Comportement es appmx/mo/{'bns
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La disposition des approximations par rapport & la solution exacte suggére de choisgir

comme ligne de coupure, la droite :

2, . 2
lmn (C ) ¢

Nous avons déterminé par programme les solutions de 1'équation lmn (e¢) -~ ¢

dans la zone ¢ "allongé'
2 =g
dans le domaine fixé, par la méthode des parties proportionnelles (jusqu'a m = 15, n = 25)

On notera que les racines gont aisément calculables pour m = 1, Faisons le changoment

de fonction :

3 2.-1/2
Sy, (e n=(1-n") . (n) dans (1)
on cbtient :
2
(1_712) d_E}..{l._(.T..‘_)_ + -7\ -02 nz u = {
2 In 1n
dn
Si nous posons :
cos ¢ 7 si(n - m) pair
. 2 . _
A, =c”, alors iu,_ (n) =
1n 1n . : : .
sin ¢ 7 si (n - m) impair

et comme S, (n)doit &tre finia n =+ 1, il faut que :

c=p g— s+ P de la parité de n,
L.e réseau de courbes ainsi obtenu a été lissé par la méthode des moindres carrés
end éveloppant :

X n (e) = 02 {m, n) =f(m, n)

sur les fonctions de base affectées des coefficients contenus dans le tableau suivant :

Fonctions Coeoefficients
1 0, 45578987
m - 0,93329024
n 2, 0866084
mn - 2,0937930
2
(13) m 0, 68971525
2
n 2,4757559
rnn2 - 0,96920979.10‘2
-3
rn2n 0,96413884, 10
men® 0, 41332468, 10" °
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Pour n = 1, cela correspond pratiquement & la valeur exacte :

1r2 2 2
xlm (c} = 7D = 2,4674011 n

Les erreurs relatives les plus grandes (10-2 < g < 10—1) intervenant pour les petites
valeurs de n, m étant fix¢é, il est inutile de rechercher une précision plus grande qui contri-
buerait 3 augmenter le nombre de termes du développement (13},

On remarque que le coefficient de n2 est légérement supérieur a celui de SCHAFKE,
pour recouvrir en partie la zone intermédiaire,

Dans la zone, c "aplati" {02 < 0 sur les courbes) nous avons adopté la méme coupure
puisque le développement pour les petites valeurs de ¢ est valable en remplagant 02 par - cz.

Une difficulté venait du fait que le développement pour les grandes valeurs de c,

s'il convenait pour les valeurs propres telles quen - m = 2£‘+ 1, n'était pas suffisamment appro-
ché pour les valeurs propres telles que n - m = 2 /! et cela entrainait souvent la convergence
vers une racine de rang inférieur, 2 £r -2 généralement,

L'expérience a montré qu'il fallait, quand {(n - m) = 2,5 ', calculer une approximation

telle que :

~ ~ ~

A < A < A

m, m+2/1 -1 m, m+2/! m, m+2 g +1

qui tienne compte de ce que X\ X se confondent d'autant plus rapi-

m, m+2ft St rm o maade+

dement que m et n sont faibles,
On a représenté les 2 approximations supérieure et inférieure 4 la coupure et la solu-

< 20 en "allongé' et "aplati' ,

tion exacte pour m = 10, 10 g n g
iéme

4° . Choix du r développement de I (x)

Dans nos essais, nous avons toujours remarqué que la procédure itérative de NEWTON-
RAPHSON était convergente, Cependant, nous avons constaté que cette convergence n'allait

) iégme
pas toujours vers la n

racine désirée de Fr (x) [8], [9]. Cela arrive particuliérement
dans le cas "aplati”, méme si l'approximation de départ est relativement bonne.

Un autre contr8le possible est le choix du riéme développement de Fr (1) qui semble
fortement dépendant de celui de la premiére approximation,

Comme le probléme posséde une infinité de solutions pour m et ¢ donnés, ''n"
n'apparaissant pas dans la relation (12), il importe de choisir 'r" de fagon a converger plus
srement vers la solution désirée,

I1 semble évident qu'au moins pour les petites valeurs de ¢, ce soit justement

ie . . :
la (n-m)"“™¢ valeur propre Kmn {c) qui puisse &tre calculée en prenant r = n - m, puisqu'alors

' = +
(127} A Ve Trreee .
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se traduit par :

A=n{n+1)+ ﬂr;m c2 Forrnnns

De plus, le plus grand coefficient de tous les d;nn (c) est précisément dr:nm, COTres-

pondant 4 la fonction propre P;n {n) de valeur propre n {n+ 1}, terme unique sic = 0,
Cependant, lorsque les 3 paramétres m, n, ! ¢l varient, il se trouve que le coefficient

prépondérant peut &tre d'indice r, supérieur ou inférieur a (n-m), indice de la valeur propre
ERAME D01 FoaPHER Surcum 13/00/ 08 10H0NSTN

ct ‘ recherchée, 0 2
TR o8 - - —pif '[' ‘/ VA e y - ,';’ Parmi les r = {1 ; s e (n-m), (n-m+2), (n-m+4}, (n-m+6),
IAVAW/N Y 7 / RS o)
/1 [ / 4 nous avons préféré choisir le r pour lequel [F_ (A '77)| est minimum,
[T A 1/ / Y om
-1ha. 717/ Pour cela, nous calculons les rapports Nr+2 autour de r = n-m par la fraction conti-
Fili / / . . . NPT
nue finie {B) et par la fraction continue infinie (9) et comparons les résultats,
AVAW/NS VAN W RV (8) et p ‘ P
T Nous ne pouvons pas formuler un critére absolu du choix de ce "'meilleur développene nt''
N / 7 7 7 cependant, comme nous avons déja noté que IF'“ ( l(l))l est toujours plus grand que 1'unité,
1 - . .
i JAVA 7 [/ / /( {11), quel que soit 1'indice du développement et que I (l( )) est choisi le plus petit posgsible,
/ f / dans : (1)
!
! / / F ("
~3b0 / / I / / _7/ / / 1(2) - 1(1) + T (1)
Fr () )}
/ / | r
711 f 7 . ., (1) . (2) s
/ 71 ] ] la correction apportée a A a plus de chance de laisser X} " dans son voisinage et donc
- / Y, / / / d'éviter le risque d'aller converger vers une racine non désirée, plus €loignée de l'approxima-
7 ['( //l Il f 7 A tion l(rj;a)n (e).
y
/) ]1 7 / Exemple : ¢ =17,95 "aplati" m =0 n =4
- /17 /
/ | / r =4 =n-m Mon (e¢) = - 21,235354 (valeur correspondant & n = 2)
y i 7 .
’ / / ll‘i 1 . r=2 A __(c)=- 25737899 (valeur désirée).
VimE /’ i A+ / : Sachant que x(;)n (c) = - 7,0722053
A
VA /v, 5° - Resultats
/4 ALY Dans 1 licati ti de la méthode, les 7. m 1 usqu'2
7 VAT ans les applications pratiques de la méthode, les - et Br sont calculés jusqu'a
7 // -7po. // . / 7 la valeur de r pour laquelle NI:+ 9 peut &tre sirement négligé dans le dénominateur de (9)
I,
7 7 717 {généralement moins de de 10 rapports),
4 a 71
A
/ I:xemple précédent : ¢ = 7,95 "aplati" m =0 n=4
/ d /[ / N
R, /
/ / 4 AV
4 y
// 4 / / r} Ngn r final
: 4 VAW
l VAR TRV / - 21, 232694 10 Ny ~ 0
M=10 A
m
- 21, 876640 12 N14 ~ 0
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ngl r firal

- 21,892834 14 N o~ 0
16

- 21, 893006 16 N ~ 0
18
m

- 21,383007 18 Ny o~ 0

puis les N;n sont calculés pour des r décroissants avec (9) et pour des r croissants a partir
de 0 ou 1 avec (8),

Le calcul effectué sur ordinateur 7030-IBM a 14 chiffres décimaux, ne présente pas de

probléme particulier - la répercussion des erreurs d'arrondis étant pratiquement insensible,

La valeur finale de la valeur propre a été calculée avec une précision relative de
-8
1'ordre de 10

|, G+ >\(i)l

-8
: £ 10
+1
Al (c)l
mn
La mé thode s'est montrée trés efficace et la convergence est particuliérement rapide,
Exemple : Nous avons choisi un point voisin de la coupure, dans la zone intermédiaire des
approximations,
c2 = 840 "allongé" m =0 n =18 n-m=18 r =4
i @) s @ F, (1
1 827,51012 10, 474651 99,646705
2 B37,98477 2, 7854576 18,212612
3 840, 77023 0, 95965719, 107} 0, 58860065
4 840, 86619 0, 95321691, 107 0,58349316., 107
-10 -9
5 8B40, 86629 0,96279095, 10 0,58935257, 10

I1 est intéressant de noter qu'en mé&me temps que la valeur propre, sont calculés les
. m - . ;
rapports de 2 coefficients d n (c)} consécutifs, On obtient donc tr2s rapidement le vecteur

propre {dr:n (c)} que 1'on doit ensuite normaliser,
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6° - Remargques
a} Cas m < 0 (on notera -m avec m > 0)

Mais, on pourrait étendre quelque peu les applications, sachant que :

- on passe d'un ¢ "aplati" A -ic "allongé"

Fa't

L # 4
On cherche un développement de la fonction sphéroldale sous la forme : ‘r:e, -x f(c )= (c) puisque le développement de X est une fonction de cz.
1%
S(_L)1 ) (e, ) = i' d;m’ n (c) P;nrr.),.r (n) %:f: Néanmoins, on ne peut avec ces approximations envisager que des parties réelle ou
’ r=0,1 o imaginaire de ¢ de modules trés difféfents,
i
In tenant compte des propriétés des fonecticns de LEGENDRE agsociées !“::* En effet, les approximations dans la zone intermédiaire sont assez mauvaises lorsque
p-m (z) = {~ 1)m {n-m)! m (z) ‘: m et n augmentent tandis que _%_Ip_g_((_c_;_ — 1, La ligne de coupure étudiée pour des c¢ réels
n (nt+m)! “n . : €
b semble inapplicable,
et en reportant dans 1'équation sphéroidale, on remarque que les coefficients d_rm’ i {c) B

oy L} > m -
satisfont la m&ine équation aux différences que les d rn' Par suite :

k-m,n(c) ) >L1’?['1:!'1 (C)

b) c_complexe
Les calculs précédents ont été faits pour ¢ "allongé'' ou "aplati" réels, Certains
problémes physiques font intervenir des ¢ complexes,

L'intérét de la méthode est qu'elle est encore valable dans ce cas, la valeur propre

étant elle-mé&me complexe,
Ncus n'avons caleulé des valeurs propres que pour des ¢ ''allongés' tels que :

& eic) > Imgle)
Lxemple : R, e (c) =13 m=0 n =10 (9«ec)2 = 169

(Q‘a.ec)2 coupure = 268, 89746

approximation pour ¢ petit,

Im~(c) X (1) L (c)
mn
0 203,05823 0 203,72711 0
1 202, 25620 15,600004 202, 78506 16, 047490
2 199, 85408 31, 105187 199,95212 31,858306
3 195, 86382 46, 420882 195, 33364 47,069104
4 190, 30530 63,452733 189,47573 61,429201
5 183, 20630 76, 106846 182, 92658 75,550542
6 174,60250 90, 289944 ‘175,12601 90,388027
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III - LISTES SYMBOLIQUES FORTRAN DES SOUS-PROGRAMMES

intervenant dans le calcul d'une valeuy propre Kmn (c)

- SUBROUTINE LAGDEV _
Extrait d'un sous-programme plus complet, calculant pour m, n, ¢ donnés :

. la valeur propre correspondante A {c)

{1) m
inn (e, m) zan) 1:,m+r

o (e n)

(n)

. les coefficients dl:.m (¢) du développement de S

- mn mn
. les coefficients d ' _ 4 {c) etd ofr du développement de §

. les facteurs reliant les solutions développées en fonctions de LEGENDRE associées

et celles développées =n fonctions de BESSEL sphériques,
(1)

. ' . . .
Cet extrait calcule 1'approximation A mn (¢) appropriée a lmn (c)

- FONCTION APOBL -
(1)

Donne X (c¢) dans le cas oblate, ¢ grand.

- SUBROUTINE BEGA

Calcule les coefficients srr.n et '7:1 de la relation de récurrence a 3 termes,

- SUBROUTINE FU1

Calcule les rapports N::_ successifs par {(5)

2
- SUBROUTINE FU2

Calcule les rapports N::_ successifs par (6)

2
- SUBRCOUTINE RLAMB

Calcul de (¢) exact,
mn

Remmarque : en anglais,
- "prolate” pour ellipsoldal allongé

- "oblate" pour ellipsoldal aplati,

61
o4

150

151
152
50
17
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SUBROUTINE LAGDEV (M, L, C, XLAM, COETF, C2, C4,KK, D, KONT], IFIN1, ALPHA M, B},
ITAM, GAMMAM, TER, DD, KONT'2, IFIN2, ALPHA, BETA, GAMMA, TERGA, COEI'l, COEF2, S

2,1CA)
COMPLEX C, C2,C4,D, DD, COEF1,COEF2, S5, XLP, XLAM, XLAMB, ST, XNORME, ZPUISM

COMPLEX ZPUISU, CI, APOBL
DIMENSION BETAM(50), GAMMAM(50), TER(50), D{50), XL(5), A LPHA M{50)
DIMENSION ALPHA(50), BETA(50), GAMMA(50), TERGA(50), DD(50)
MR{I)=2*I[-KK

MMR(I)=M+MR(I)

EXPRESSION DE LA COUPURE C2(M, N)

CC(FL)=0.45578997-0, 93329024* FM+(2, 08660842, 093793 0*F M)*I"L+(0. §89
1 71525+(0, 964138845-03+0, 41332468-03%FL)* [°L) * FM#%2+(2. 4757559-0, 96
2 920979T-02% "M )4 |1 % %2

MRZERO=L-M

IROM1=MRZERO/2

COEF=1.

COT=1,

IF (MOD(MRZEROQ, 2)) 5,6, 7

CALL EXIT

KK=2

GO TO 8

KK=1

CTE=(-1, J#¥IROM1*COF/COEF

IRZERO=IROM1+1

IFIN1=IRZERO+3

DO 2 I =1, IFIN1

CALL BEGA(M, MR(I), ALPHAM(I), BETAM(I), GAMMAM(I), TER(I),

C2=C*C

CAB=CABS(C)

GO TO (150, 151), ICA

CAB2=REAL(C)#*2

GO TO152

CAB2=AIMAG{C)*#*2

IF (CAB) 50,3,50

XLP=ZPUISM{C, M)

CO=M+1
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FL=L
FM=M
FLM=MRZERO 93
IF {M, GT, 10) GO TO 48 . 94
C2COUP=CC(FL)
IF (CAB2-C2COUP) 47, 47,63 48
GO TO (66, 68), ICA C
: C
APPROXIMATION C GRAND PROLATE C.o
CI=C
FL=2¢#MRZERO+1 71
FLM=FL#*#*2
FM=M#*M
XLAMB=CI*FL+FM-(FLM+5, }/8, - FL#*(FLM+11, -32, *FM)/(64, #CI)-(5, *({FLM+
26, JkFLM+21, )-384 % FM* (FLM+1. ))/(1024, *CI*CI)-(((33,* FLM+1594. )L
M+5621. J%FL/128 #%2- M= (37.% FLM+167, ) *FL/128*++FM %2+ 1'1./8.)/ZPUISM C
c, 3) C
GG TO 49 Ca7
APPROXIMATION C GRAND QBLATE
CI=(0,, 1. }*C
IF {M, LT, 3) GO TO 95
IF (CAB2-CC(FL+1.)) 47,47, 96
XIT=1,
GO TO 97 13
XIT=0,
FLM=IROM]1
IF (KK.EQ. 2) FL=FL+1,
XLAMB=APOBL(FLM, FM, I'L,, CQ, CI)
GO TO (49, 90),KK
IF (IROM1, EQ, 0) GO TO 49 12
IK=IROM1
IF (IROM1, GT, 3) IK=3
DC 91 J=1, IK
XN=L+J
IF (CAB2-CC(XN+XIT)) 92, 92,91
CONTINUE
GO TO 49
IF (MRZERO, LT. 12) GO TO 93 4
49
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IK=1

GO TO 94

IK=2

XLAMB=XLLAMB-(XLAMB-~APOBL(FLM-1,,FM, FL-2,,CO, CI)})/FLOAT{J+IK)
GO TO 49

IF (CAB-5.) 70,71, 71

APPROXIMATION PROLATE M GRAND

XLAMB=(FLM+FL)}*CO+FLM#(FLM-1, HC2*{FLM+0, 5)/CO

GO TO 49

S=CO#*#*2+C2

ST=2z PUISU(S, 0. 5)

XLAMB=FLOAT(M#*M-1)-(FLM#**2+FLM-0, 5)/2, +(2, * FLM+1, J#(ST-CGQ/ST)}*0. 75
1*%(2, * FLM*{FLM+1, )}+1. )J#*CO#**2/S

GO TO 49

APPROXIMATION C PETIT

XLO=TER(IRZERQ)
XL{1)*GAMMAM(IRZERO)
IF(IRZERC. NE. 1) GO TC 13

XL(2)=0,

XL{(3)=0,

GO TO 12
GAMAM2=GAMMAM(IRZERO-1)-XL(1)
DELM1=2%1-1
BETAMR=BETAM(IRZERQ)/DELM1
XL(2)=BETAMR
BETAMR=BETAMR/DELMI
XL{(3)*BETAMR*GAMAM2
DELP3=2%L+3
BETAP2=BETAM(IRZERO+1)/DELP3
XL(2)=(XL(2)-BETAP2)/2,
GAMAP2=GAMMAM(IRZERO+1)-XL(1)
BETAP2=-BETAP2/DELP3
XL(3)=(XL(3)+BETAP2*GAMA P2)/4,
XLAMB=CMPLX(XLOC, 0,)

DO 4 151,3
XLAMB=XLAMB+XL(I)*ZPUISM(C2, I)
XLAM=XLAMB
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69 C4=C2%C2 GAMMA=TPLOAT(M2#(M1+1)-2#M*M-1)/FLOAT{(M243)#(M2-1))
CALL RLAMB(XLAM, M, IRZERC, C2, C4,KK, D, KONT1,IFIN]1, ALPHAM, BETAM,GAMMA TERGA=FLOAT(M1#(M1+))
RETURN
1M, TER, DD} : END

WRITE (6, 100) C,C2, CAB2, C2COUP
100 FORMAT (GE20, 8)

WRITE (6, 101} XLAMB, XLAM
101 FORMAT (40X, 4E20, 8)

SUBROUTINE FU1(D, IFIN, XLAM, C2,C4, BETAM, GAMMAM, TER)
COMPLEX D, XLAM, C2, C4

DIMENSION D(50), BETAM(50), GAMMAM(50), TER(50)
D(1)=XLAM-TER(1)-GAMMAM(1)*C2

GO TO 48 .
IF(IFIN, EQ. 1) RETURN
3 XLAMB=CMPLX(FLOAT(L*{L+1)),0.)
DO 1 1=2, IFIN
XLAM=XLAMB
1 D(I) =XLAM-TER(I)-GAMMAM(I)*C2-BETAM(I)*C4/D(I-1)
46 RETURN -
RETURN
END
END

COMPLEX FUNCTION APOBL(FLM, FM, FL, CO, CI)
DIMENSION X1.(3)

COMPLEX CI, ZPUISM
Q(COT)={(COF+FLM*(COF+FLM+F M} % 2

R(COF)=2, #*COF*(FL+COF)

APOBL=-CI*CI+2, ¥*C#*FL-2, *FLM#*(FLM+CO0)-CO
BETAMR-=Q(0, ) '
BETAP2=Q(1,)

BETAM2=Q(-1,)

SUBROUTINE FU2(U2, IFIN, IFINI, XLAM, C2, C4, KK, M, ALPHAM, BETAM, GAMMAM,T
1ER, ICODE)
COMPLEX C2,C4, XLAM, U2, U1
DIMENSION ALPHAM(50), BETAM({50), GAMMA M(50), TER(50)
CALL FEDUMP(1, U2, JFIN, 2)
JFINI=IFINI-1
3 JFIN=JFINI-IFIN+ICODE
IF (ICODE, EQ.0) GO TO 1
MR=2#{JFINIH )- KK

GAMAP2=Q(2,
Q(2.) U2=(0,,0.)
DELP3=R(1,)
GO TO 2
DELMI=R({-1.)
1 U2=XLAM-TER(JFINI)-GAMMAM(JFINI}*C2
XL(1)=(BETAMR=BETAP2)/4,
MR=-{2*JFINI+KK)
XL(2)*-(BETAMR*DELMI+BETAP2*DELP3)/186.
2 DC 7 J=1,JFIN

XL(3)=(BETAMR*(DELM1##2/4, -XL(1)+BETAM2/8, )-BETAP2#{DELP3##2 /4, +XL

1=JFINI-J+ICODE
1{1)+GAMAP2/8, ))/185,

IF (ICODE. NE, 0) GC TO 4

DO 1901I=1, 3
U2=XLAM-TER(I)-GAMMAM(I)}*C2-BETAM(I)*C4/U2
190  APOBL=APOBL+XL(I)/ZPUISM{CI, 1)
GO TO 7
RETURN
4 U2-BETAM(I}*C4 /(XLAM-TER(I)-GA MMAM(I)*C2-U2)
END
7 CONTINUE
SUBROUTINE BEGA (M, MR,ALFA,BETA, GAMMA, TERGA) IF (JFINL LT, IFINI) GO TO 5
M1=M+MR IF (CABS(U2-U1)) 8,6, 8
M2=2#%M1 ' 8 IF (JFINL GE, 50) GO TO 9

ALFA=FLOAT((M1+M)*(M1+M-1))/FLOAT ({(M2-1)#(M2+1)) CALL BEGA(M, MR, ALPHAM(JFINI+1), BETAM(JFINI+1), GAMMA M{JFINI+1), TER(
BETA=FLOAT{MR*(MR-1))/FLOAT({M2-1)*(M2-3)*ALFA 1JFINI+1))
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5 JFINI=JFINI+1 II* ( IRZERO, EQ. 1) GO TO 15
U1l=U2 ' DO 18 J=1, IROM1
GO TO 3 I=IRZERO+1-J
9 WRITE (6, 100) JFINI 18 D(I)*BETA M(I}*C4/(XLAM-T ER(I)-GA MMA M{I)*C2-D{I+1))
100 FORMAT(5X, 6HIJFINI=12, 5X, $DANS FU2$} 15 IF (1J,NE. 1) GO TO 12
CALL EXIT C
6 IFINI=JFINI C CHOIX DU R IEME DEVELOPPEMENT DE F
RETURN ¢ DMAX=CABS(DU2)
END DO 13 I=1, IROP3

DI=CABS(D(I+1)-DD(I))
IF (DI-DMAX) 14, 13, 13
14 DMAX=DI
IRZERO=I
13 CONTINUE
IT {IRZERO, NE. IMILIE) GO TO 9
12 XLAMB=XLAM+DLAM
IF (CABS(DLAM)-1, E-08*CABS(XLAMB)) 7, 7, 8

SUBROUTINE RLAMB(XLAM, M, IMILIE, C2, C4, KK, D, KONT1, IFINl, ALPHAM, BETAM
1, GAMMAM, TER, DD)

COMPLEX XLAM, C2, C4, D, DU2, ZPUISM, DLAM, DU1, XLAMB, DD

DIMENSION D(50), ALPHAM(50), BETA M(50), GAMMAM(50}, TER(50}, DD(50)

IRZERO=IMILIE

1.J=0

FORMULE DE NEWTON RAPHSON CALCUL DE FPRIM

8 XILAM=XI.AMB
9 I J=I J+1 IF (1J.LT. 15) GO TO &
IROM 1=IRZERO-1 WRITE (6, 101)
IROP3=IRZERO+3 101 FORMAT (5X,$NE CONVERGE PAS$)
CALL FU1 (DD, IROP3, XLAM, C2, C4, BETAM, GAMMAM, TER) CALL EXIT
KONT 1=IRZERO+1 7 RETURN
CALL FU2(D{KONT1), KONT1, IFIN1, XLAM, C2, C4, KK, M, ALPHAM, BETAM,GAMMAM, END
ITER, 1)
DU2=ZPUISM(D(KONT1), 2)/(BETAM(KONT1)#*C4)
DILAM=DU2
2 KONT1*KONT 1+1
CALL FU2(D(KONT1), KONT1, IFIN1, XLLAM, C2, C4, KK, M, ALPHAM, BETAM, GAMMAM,
1TER, 1} °

DU2=ZPUISM(D(KONT1), 2)/(BETA M(KONT1)#C4)*DU2
DLAM=DLAMDU2
IF (CABS(DU2)-0, 5E-14*CABS(DLAM)) 1,1, 2
1 DU1=(1.,0.)
IF (IRZERO, EQ. 1) GO TO 3
DO 5 I=1, IROM1
5 DU1=DUI*BETAM(I+1)*C4/ZPUISM(DD(I), 2)+1,
3 DU2=D(IRZERO+1)-DD(IRZERO)
DULl=DU1+DLAM
DIAM+DU2/DU1

NV n 1 G A g B R A 3 e 20
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CONCL.USION

Ce programme a permis de calculer les fonctions sphérofdales allongées’ et "aplaties",
angulaires et radiales sous différentes formes : '
- développement en fonctions associées de LEGENDRE
E" () et QT (z)
. g : (1)(2)
- développ2ment en fonctions de BESSEL sphériques ] (z)}, nn(z), h (z)
- expression intégrale
pour m, n et ¢ donnés, c pouvant &tre complexe,

Nous les avons utilisées dans 2 calculs de physique nucléaire :

1° - Diffus’on des neutrons sur des noyaux déformés

On est amené A résoudre l'éguation de SCHRODINGER dans un systéme de coordonnées

sphéroidales allongées :
2

W

" om A +V Y= Ei ¥ Ei énergie incidente du neutron > 0,
Dans le cas le plus simple d'un potentiel d*intéraction constant & 1*intérieur dfun
ellipsolde et nul en delors, les fonctions d'ondes & utiliser sont trés directement liées aux

fonctions sphéroldales qui sont les solutions de 1'équation de SCHRODINGER dans les 2 régions

"interne' et "externe',

Le potentiel {ixe est généralement complexe :
-V, - iW pouri<7o

V({)z ,0 pour 7>}0

2m
i e
1

py Ky, =0

;+
AUe

- 37 -
avec @
k2= 20 E. > 0 en cas '"prolate” réel,
2 i
1’
b) Région interne ? < 70
2m .
., + + =
AV, + 5 (Ei v, 1W0) ¥, 0
}
2 -
avec :

2 2m Vo wo
L, (1+ = + i =—— )} complexe

2 E. E.
)i} i i

c; complexe "allongé" Icil <15 8 < 0,075 rd

[m| <10, n g 22

2° - Calcul des niveaux d'énergies des neutrons dans un puits de potentiel rectangulaire

infini ou fini

On examine le cas d'un noyau de forme ellipsoldale allongée ou aplatie et de déforma-

tion croissanie,

¢ varie de 0 pour le cas sphérique a
Domaine 22, 7 pour le cas "allongé”
23, 4 pour le cas "aplati"

0 gmng8

ey

Menuscrit requ le 0 Décembre 1968
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