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1 はじめに

1952年英国の数学者アラン・チューリング [1]は，通常空間を一様にする空間拡散（拡散項）と要素の相互作

用（反応項）がカップルされた反応拡散 (Reaction-Diffusion: RD)方程式において，ある条件下では非一様な

周斯解が自発的に形成され，形成された周期パターンが安定に存在することを数学的に示した．このメカニズ

ムで自己組織的に形成されるパターンをチューリングパターンと呼ばれている．これまでチューリングパター

ンは，生体の自己組織化 [2]など自然界で見られる周期的パターンの形成形成メカニズムの説明に使われてき

た．実際，化学反応系では，このメカニズムが働いて固有波長の周期的パターンが形成されること [3]に対応づ

けられてきている．

一方で，画像情報処理[4,5]や医療画像情報処理 [6]の分野においても，チューリングの自発的パターン生成

メカニズムを積極的に活用されてきている．システムの内在する周期のパターンが自発的に形成さることをア

ルゴリズムの一部として用いて画像補完，画像処理の一部として活用されている有名な例としては，指紋復元

のためのアリゴリズム活用 [4]が挙げられるまた我々は， 3次元周期画像である肝臓ミクロ血管構造の画像処

理だけでなく，疾患の進行度合いを，画像処理に用いた RDモデル内のパラメータを用いて定量化すべ<RD 

アルゴリズムを開発してきた [6].

数理科学的な研究から， 2次元空間に形成されるチューリングパターンの典型例はスポットパターンやスト

ライプパターンが知られている [2].また，これらの2種のパターンだけでなく，要素の数を増やし，それぞれの

反応項に様々な生体に見られるようなパターンを構成する研究も多数展開されてきた [7].これらのRDモデ

ル式を用いてストライプ模様やスポットパターンに類似した模様を持つ生体の定量化はそれぞれ可能になるだ

ろう．しかし一方で，内耳のらせん管表皮に形成される聴毛の配列パターン [8]のように，正三角形が敷き詰め

られたうろこ模様とよばれる周期パターンが自発的に形成されるモデルが知られていない．本報告ではうろこ

模様と呼ばれるパターンが自発的に形成される生体パターンを定塁できるような反応拡散アルゴリズムを作成

し，そのパターン形成メカニズムを解析することを目的とする
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2 数理モデル

チューリング(1952)は次のような2つの拡散速度の異なる拡散性化学物質U,V(それぞれの濃度 u,vとす

る）がローカルに化学反応することで空間的な一様な分布から，周期的なパターンが自発的に形成されること

を数学的に示した．つまり u,vそれぞれの反応項と拡散項のカップルした反応拡散方程式
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において DuとDvの比が大きくなると，空間一様解が不安定になり周期パターンが安定になる場合があるこ

とを示した [l].本研究では，反応項についてそのヌルクラインの形状から，そのシステムの振る舞いが比較的

わかりやすい FitzHugh—南雲方程式 [9] を主に用いる．三角形同土が秩序立って配列したうろこ模様が主な画

像に対する画像解析に適用する反応拡散モデルを構築し，構築したモデルの数理メカニズムの探求を行う．

この反応項を適応した RDモデルでは基本的にストライプ模様やスポット模様ができることが知られて

いる [2].ここで，拡散項の効果としてうろこパターンと呼ばれる模様を自発的に形成させるべく，本研究で

は， Kobayashi[10], Shoji et al. [11]で取り組んできた拡散異方性を拡張させたモデルを考えた．具体的に

は物質Uの流れの増減に方向性があるような拡散異方性を導入したモデルで，通常の拡散，異方性がない場

合は，図 l(a)のように流れの大きさは全ての方向で同じだけの係数 1がかけられる．それに対して，流れの

異方性があれば，図 l(g)や (m)のように，四と四+21r/3と卯+41r/3の方向には流れが増幅され，それ

以外の方向では流れが減少させられるような異方性を考える．そして，図 l(g)や(m)のように異方性の強さ

15u(O :S心<1.00)を大きくすればするほど，方向による流れの増幅度がより強くなるようなモデルを考える．

数式で表すと，

｛靡＝疇・(Du(0u)▽u) +u —企— v,
蒜＝出▽2v + 1(u -av -/3), 
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となる.du= 1.00 X 10-4, dv = 1.00 X 10-2, a= 0.50, 1 = 26.0, (3 = 0.00と設定し，拡散異方性の強さ bu

の強さを変化させた時の数値計算の結果を図 1に示す．

数値計算スキームについて述べると，分割幅△xのグリッドサイズNxxNyに分割した 2次元空間で空間サ

イズ (Lx,ら） = (Nx X△ x,Ny x△ x)の正方格子で数値計算を行う．拡散項による発散が起きないように設定

した時間分割幅△tを用いて（具体的には△x=l.OOxl0-2, △ t = 1.oox10-4とし， (Lx,Lり=(1.28, 1.28)), 
オイラー法による時間発展方程式を用いて，式 (3),(4)を離散化したものを解いた．拡散のグリッドによる異

方性が出ないかどうか調べるため拡散スキームに近似5点だけでなく 9点， 16点も行い，以下で述べる性喪に

は差異はなかったので，掲載する結果は近似5点で得たものである．境界は周期境界条件を課し，初期分布は反

応項の平衡点 (u,v) = (o.oo, o.oo)に微小摂動を加えたものを与え数値計算を行なった．本モデルで得られる

分布はu,v同位相の周期パターンが得られることが知られている [12]ので，数値計算の結果は，因 1,2のよう

に2次元密度プロットで uの分布のみを表している．注意として，選んだパラメータセットでは，拡散異方性

がない (8u= 0.00)場合には，図 l(b)-(d)のように特定の時間（本研究ではt= 4000(=△ t x 4 x 108 steps)) 

内では方向性の定まらないストライプ模様が形成されるパラメータを選んでいる．

まず， （図 1では三段目に示すが） bu= 0.90とすると，図 l(n)-(p)が得られた．初期段階で三角形形状が

地と文様とがジグザグに入れ替わり構成された配置のモードが各所に現れてきた．そして，時間が経つに従っ
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図1 数値計算と線形解析のまとめ図．拡散異方性がない場合 ('5u= 0.00:(a)-(f))と異方性を導入た場合
の結果 (g)-(r)(ただし， (g)-(1): Du = 0.70 (m)-(r) : Du = 0.90のとき）を示す.(a), (g), (m)は流れの

方向により強調される度合いをしめす概念図．異方性がない場合（わ=0.00)のとき， (a)のように流れは

全ての方向に対して等倍される対して，異方性を尊入した場合 (Du= 0.70 or 0.90)のとき， (g),(m)のよ
うに流れは特定の方向（ゆuとゅu+2計3と叫u+ 47f/3)に対してより強調され，その他の弱められるま

た(g),(m)を見比べるとふの値が大きくなると，その増減がより強調されることがわかる.(b), (h), (n) 

のように初期分布を与えた時の時間パターン発展を (c,d), (i, j), と(o,p)にそれぞれの Uの空間分布を濃

度プロットで示す.(e, f), (k, 1), (q, r)は線形解析で得られる不安定モードの方向の分布を示す．

て各三角形同士が次第に配列を秩序立った配列（うろこ模様 [13]と呼ばれる）に並び変えてきて，これ以上動

かないパターン図 l(p)が形成される．

次に，（図 1では二段目に示すが） 8u = 0.70とすると，図 l(h)-(j)が得られたこのときは，まずは図 l(o)

のように，うろこ模様のタネになりそうなパターンが各所で形成される（図 l(i)).しかし，時間が経過するにし

たがって図 l(j)のように垂直方向の縞模様が形成されるように変化していった．

このように，数値計算の結果から，式 (4)のような異方性を導入すると数値計算初期ではうろこ模様のタネに

なりそうなパターンが各所で形成される．しかしその後，異方性 8uの強さによって遷移過程が異なることがわ

かった．

3 パターン形成の数理メカニズム解析

前節で見られた数値計算をもとに，モデル方程式の線形解析や分布の解析からどのようにうろこ模様が形成

されているのかそのメカニズムについて数理的に見てみる．

図 l(h)-(j)並びに図 l(n)-(p)のパターンのでき方を見ると時間初期の頃からうろこ模様のモードが線形的

に立ち上がっているのが見られる．このことから，パターンのでき方としてうろこ模様のモードが線形解析か

ら見いだすことができるのではと考えたそこで次のようなモード解を与えて，その最も不安定な方向のモー

ドを探索することから，どのような分布になっているかを解析してみた．

法線ベクトル (kx,約）方向の解の分布uとvを

{ u = u + Acos(kxx十kyy)e入t,
v=万十Bcos(k戸十kyy)e入t,

(5) 

を想定し，平衡点（可，v)の周りで線形化したモデル式に代入したそして，最も不安定な解の方向 (kェ，ky)を計
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測した．具体的には，固有方程式

炉 +P(kの9約）入+Q(kの9朽） =0, (6) 

についての評価を行って行く.P(kx, ky), Q(kx, ky)の具体的な形式は紙面の制約上省くが，ここでは定数項で

ある Q(kx,ky)の値が最も小さい値をとる (kx,ky)をとるパターン，つまり最も不安定なモードがパターンを

形成すると考えた．具体的には， Q(kx,島）の図 l(e),(k), (q)のような 3Dplotとその (kx,島）の平而の負の

部分の濃度プロット図 l(f),(1), (r)から推定した．

図1(1)と(r)から，モデル式のような異方性を導入した場合 (o= o.7oとo= 0.90の両方）で最も不安定な

解の法線ベクトル (kx,ky)は1f,閉の方向のモードであることがわかるこのことから，上で書いた仮定のも
とでは， 2つの cos関数の重ね合わせで描かれるパターンが初期に線形的に成長してパターンを構成していく

ことが予想される実際にこのモードを足し合わせたものを見てみると図 2(d)のようなうろこ模様に近い分布

になるこれらの三角関数を組み合わせた解の uの値の頻度分布を図 2(f)に示した．
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1
1図2 得られたパターンとその頻度分布： (a)-(c): チューリング縞模様 (a)とその頻度分布 (b)の例．そし

て理想解 (5)の頻度分布 (c).(d)-(f): うろこ模様 (d)とその頻度分布 (e),そしてその理想解の頻度分布

(f). (g)-(i): スポット模様 (g)とその頻度分布 (h)の例．そして理想解の頻度分布 (i).

次に,/5 = 0.90の場合，初期に形成されたうろこ模様が維持され，配置を整えてパターンが形成されたのに対

して,/5 = 0.70の場合ではうろこ模様が維持できず，ストライプ模様に変化したことについて，そのメカニズム

を類推してみる．

まず，数値計算で得られた図2(d)のうろこ模様のuの分布の値に対するその頻度分布を書いてみると図2(e)

のようになった．一方で，異方性の導入しない（等方的拡散の） 2次元チューリングパターンの数値計算で得ら

れるストライプパターン~2(a) やスポットパターン（図 2(g)) の u の値に対するその頻度分布を書いてみる

とそれぞれ図 2(b),(h)となった．

図2(b),(h)について考えてみると，チューリングの条件である反応項の安定解がピッチフォーク分岐で反応

項の非線型により形成される uの取りうる値の上限と下限に安定な点が分岐していき，固定パターンが形成さ

れる [14].それに対して，うろこ模様では図 2(e)のように平衡点の安定な解とピッチフォーク分岐で分岐した
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安定解の 3カ所で値の頻度が高くなってきていることがわかる．つまり，うろこ模様ではこの分布の 3つの山

が何かしらのバランスで持って釣り合いをなして安定に存在できているのではないかと類推する．

実際に， Ou=0.00のとき， Du(0u)(=1.0)はチューリング不安定性が起こる範囲 (Du(0u):S 1.320)を常

に満たしている．ここで， ou= 0.90のときの Du(0u)の範囲は 0.725< Du(0u) < 3.162であり， Du(0u)が

チューリング不安定性が起こる範囲 (0.725< Du(0u) :S 1.320)と起こらない範囲 (1.320< Du(0u) < 3.162) 

が共に存在する．このような機構で，平衡点の安定性と不安定性が領域的にバランスが取れて，うろこ模様が形

成されているのではと推察される．

一方で， Ou=0.70のときは， Ou=0.90のときと同様に初期ではうろこ模様のモードがパターンを形成され

た．几（仇）の範囲を計算してみると， 0.766< Du(仇） < 1.825であり， Du(仇）がチューリング不安定性が

起こる範囲 (0.766< Du(0u) :S 1.320)と起こらない範囲 (1.320< Du(0u) < 1.825)がこちらも共に存在す

る．しかし， Ou=0.70の場合は，うろこ模様を保っておくための拡散係数と空間的なバランスが十分ではなく，

ピッチフォーク分岐で別れた方の解に収束していき，時間がたつと図 l(j)のようにストライプパターンに変化

していくのではと類推している．

4 まとめと議論

本研究では，三角形形状の地と文様とがジグザグに入れ替わり構成された配置の周期構造をとるうろこ模様

について RDモデルを用いて作成した．拡散項について流れの強さを方向によって変化させる拡散異方性を用

いることでうろこ模様を作成できた．このモデルについて，線形解析と uの分布の頻度分布を用いた直感的な

考察を行うと，初期モードでうろこモードが出るだけでなく，拡散の影響の微妙なバランスが成り立っていない

と，うろこ模様が持続できないことがわかった．現段階ではもちろん直感的な説明で踏み込んだ数理解析が必

要であるが，画像解析に有用なうろこ模様を自発的に形成する RDモデルを作成でき，その解析の何かしらの

方向性は示せた考えている．

本研究では反応項を FitzHug比南雲方程式を用いて計算した結果をメインに紹介した．我々は，他の反応項

モデル (Brusselator:f(u,v) = a-(b+l)u+u2v,g(u,v) = bu-u2v, a,b: パラメータ）や Schnackemberg

モデル： f(u,v) = a -u + u2v,g(u,v) = f3-u2v, a,/3: パラメータ） [2]を用いても同様の結果が得られる

ことを確かめている．
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